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FKS, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Trojsi'en

Mili ¢&itatelia,

v rukach drzite zbierku tloh 22. ro¢nika Fyzikalneho Naboja. V zbierke sa nachadzaju vsetky ulohy, s ktorymi
ste sa v roku 2019 mohli na sutazi stretntt. K ulohdm prikladime aj vzorové riesenia, z ktorych sa mozete
mnohé naucit. Ak by ste niektorému rieseniu nerozumeli, nevahajte sa nam ozvat, vSetko objasnime.

Fyzikalny Naboj pokracuje vo svojej medzinarodnej tradicii. V roku 2019 sa do Naboja zapojili okrem Bra-
tislavy takisto mesta Kosice, Praha, Ostrava, Budapest, Gdansk, Rzeszéw a Moskva. Vysledky vzdjomného
suboja si mozZete pozriet na nasich strankach.

Tato zbierka by nikdy nevznikla bez vyraznej pomoci mnohych Iudi, ktori sa podielali na celom vyvoji Fyzi-
kalneho Naboja. Vacsina z nds su Studenti Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
a Cast z nas sa aj aktivne podiela na organizovani Fyzikalneho kore§pondenc¢ného seminara (FKS).

FKS je korespondencny typ fyzikalnej sutaZe. Zhruba raz za mesiac zverejfiujeme rozne zaujimavé fyzikdalne
ulohy, ktorych riesenia nam posielate do urcenych terminov. My vam za to ddvame adekvdtne body a tych
najlepsich pozyvame koncom kazdého polroka na tyzdriové zazitkové sistredenie. Viac informdcii ndjdete na
stranke https://fks.sk/.

Za finan¢nd pomoc dakujeme firmam ESET a PosAm a za medzindrodnu spolupracu lokalnym organiza-
torom: Maria Zelenayova (Bratislava), Robert Hajduk (KoSice), Daniel Dupkala (Praha), Lenka Plachtova
(Ostrava), Agnes Kis-T6th (Budapest), Kamil Zmudzinski (Gdansk), Malgorzata Chomar (Rzeszéw) a Pa-
trik Lamos (Moskva). V mene celého organiza¢ného timu verime, Ze ste si v roku 2019 Fyzikalny Naboj uzili
a dtifame, Ze véas vietkych uvidime aj o rok! Ci uz v roli sttaziacich, alebo organizatorov (v pripade, Ze uz
budete vysokoskoldkmi).

Jaroslav Valovéan

Hlavny organizdtor

Zbierku zostavili:

Matej Badin

Martin ,Kvik‘ Balaz
Katarina Castulikova
Katarina Dancejova
Jakub Hlusko

Justina ,Plys‘* Novakova
Peter ,Bubu‘ Ondus
Tereza Prokopova
Peter Ralbovsky
Jaroslav Valovc¢an

Vysledky sutaze, archiv uloh a dalsie informacie néjdete na stranke https://physics.naboj.org/.
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Zadani

[ 1] Juro po dlouhém dni ve $kole spécha domd. Jaky je minimélni ¢as, za ktery dorazi domi pii dodrzeni
predpisti, pokud jeho auto dokaze rovnomérné zrychlit z 0 na 100 km/h za 10 sekund a zastavit ze 100 km/h
za 6 sekund?

Na zacdtku a na konci své cesty samoziejmé musi stat. Rychlosti na znackdch jsou uvedené v km/h.

S

1170 m 330 m 1220 m

Katka si nasla pékny kousek délnice u zelezni¢ni traté. Cas od ¢asu tam jezdi zavodit s rychlikem.
Rychlik ma 150 krat vys$si hybnost, ale jenom 100 krat vyssi kinetickou energii nez Kat¢ino auto. Jaky je
pomér hmotnosti vlaku a auta?

Kdy?z se Krtko prochazel po jarmarku, padl mu do oka obrovsky héliovy balén kulového tvaru s prii-
mérem 50 cm a hmotnosti v nenafouklém stavu 20 g. Hned si ho koupil. Ted se v§ak boji, aby mu neuletél.

Pfivazat ho na néco pevného mu pripadalo prilis trapné. Proto vzduchem nafoukl nékolik mensich balénkt
s pramérem 20 cm a hmotnosti v nenafouklém stavu 10 g a privazal je na sntirku héliového balénu. Kolik
nejméné balénki potieboval, aby mu héliovy balén sam od sebe neuletél?

Elasticitu balonkii neuvazujte.

[ 4 ] Plys (slovenska organizétorka FKS) si kdysi z jedné plavby po moti ptinesla dfevéné kormidlo. Do
stény obyvaciho pokoje zarazila poradny hrebik a na néj zavésila stfed kormidla. Sténa je vsak mala a jak
roky plynuly a vylety ptibyvaly, dalsi suvenyry najednou nebylo kam davat. Naposledy uz musela vzacny
¢insky zvonecek s hmotnosti m zavésit na levou pricku kormidla.

Tim se vSak vychylilo z rovnovahy. Proto by ted rada zavésila druhy zvonecek na pravou dolni pricku. Jak
tézky zvonecek ma shanét, aby se kormidlo znovu vyrovnalo?

Dva Skotové se pretahuji o jednopencovou minci. Kazdy taha za jeden konec, az z ni vytvaruji drat s
polomérem r, délkou / a odporem R. Ani tehdy vSak neprestavaji tahat. Jaky bude odpor dratu, az jeho délku
zdvojnasobi?

Predpoklddejte, Ze napindnim se objem mince nijak neméni.
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[ 6 | Terka mé rada vlajky. Naposledy se ji velmi zalfbila vlajka Seychel, takze se rozhodla si ji sama usit.
Kdyz uz byla hotova, vsimla si, Ze tézisté neni presné ve stfedu, kde by cekala. Kdyz si odvazila jednotlivé
latky, zjistila, Ze jejich hustoty jsou postupné zleva doprava 600, 400, 300, 500 a 900 g/m?. Jak daleko od

geometrického stfedu Terciny vlajky se nachazi jeji tezisté, pokud jsou jeji rozméry 180 cm x 90 cm?

Svy déli horni a pravou stranu viajky na tretiny. Vysledek odevzdejte s presnosti na cm.

Ralbo za sebou konstantni silou F tdhne Terku na sankdach. Sanky s Terkou maji hmotnost m = 60 kg.
Nejdriv je tahne po ledu bez tfeni, potom prejde na bieh jezera a tahne je po snéhu, kde to je o néco téz-
$i, protoze tam je koeficient tfeni f > 0. Po chvili na sanky priskoc¢i Bubu. Vyvoj rychlosti sanék v case je
zobrazeny v grafu. Jakd je Bubuho hmotnost?
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Kvikovi po roce a ptl v novém byté zacala lézt na nervy nezakryta zarovka v obyvaku. Jako spravny
astronom v8ak nechce vyhazovat penize na predrazené designové lustry. Radsi si vyrobi vlastni.

Zakladem jeho nového lustru bude obruc¢ s polomérem R = 24 cm, ktera bude viset ze stropu. Na tuto obru¢
nasledné ¢tyfmi rovnomeérné rozmisténymi nehmotnymi provazky upevni zarovku o hmotnosti m = 1 kg.
Vzhledem k nizkému rozpoctu viak provazky nejsou velmi pevné a vydrzi maximalni tahovou silu F = 6,5 N.
Jak nejvyse miize zarovka viset pod obruci, aby se lanka neroztrhla?
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[ 9| Andrejko v Bratislavé postavil 30 m vysoky stozar, na jehoz vrcholu majestatné vlala hrdé napnuté vlaj-
ka s plochou 10 m?. Jakou plochu na zemi zabira stin vlajky v pravé poledne v den podzimni rovnodennosti,
kdyz fouka vitr pfesné ze severozapadu?

Bratislava se nachdzi na 48. stupni severni zemépisné Sirky.

Kubo jel vlakem na vylet na vychodni konec Slovenska, az do Presova, aby se podival na mistni MHD.
Vsiml si, ze kdyz u dalnice pocita auta, které miji (samozfejmé véetné Katky z ulohy ¢islo 2), za jednotku
¢asu potkd v protisméru ¢tyrikrat vice aut nez ve sméru své jizdy. Jakymi rtiznymi rychlostmi muize jet jeho
vlak?

Hustota dopravy v obou smérech je stejnd a auta jezdi rychlosti 90 km/h.

Planetka ma hmotnost 2m. Po spolecné kruhové orbité ji obihaji dva mésicky s hmotnosti m, pficemz
v kazdém okamziku lezi vSechny tfi objekty na pfimce.

Katka odmeétila, ze polomér orbity mésict je R. Za jaky ¢as obéhnou planetku?
Za teplych letnich noci pod kolejemi dovadéji divoké kocky. Samaska jejich koncerty pokazdé rozzufi

k nepricetnosti. Rozespaly vyjde v pyzamu na balkon ve vy$ce H nad zemi a konstantni rychlosti v haze po
kockach zkazena vajicka pod riznymi uhly a.

Jakou nejmensi rychlosti miize vejce dopadnout na zem, neuvazujeme-li odpor vzduchu?

Andrej a Danko opravdu nemaji co délat. Naposledy si oba zaridili kapitansky prtikaz a ted se na svych
lodkach prohdnéji na mofti u Belize. Vzhledem ke svym pochybnym kapitanskym schopnostem radsi plavou
pouze konstantni rychlosti po pfimkach.

 V okamziku, kdy Andrej protne pfimku, po které pluje Dankova lod, jsou od sebe vzdaleni 3d.
o O urdity ¢as t pozdéji protne Danko Andrejovu pfimku. Jejich vzdalenost je 4d.

« O cas 5t pozdéji dojde obéma palivo a ziistanou uvézneni na mofi ve vzajemné vzdalenosti 21d.
Jaky uhel sviraji jejich trajektorie?

Od té doby, co Jaro udélal statnice najednou nema co délat. I odebral se do své domoviny, sedl si na
kopec a s nohama kfizem a rukama za hlavou hledél na svoje stado ovci. Pro vyuceného fyzika ovsem neni
lehké interagovat s redlnym svétem a Jarovo paseni ovci podle toho také vypada.

Svoje ovce aproximuje homogennim valcem s polomérem R a hmotnosti M. Kdyz se ovce napase na kopci,
pritahne nohy k télu a skutéli se doli. OvSem neni to tak jednoduché, kdyz je velmi napasena, jeji tézisté T
se od stfedu s posune o R/4 od podélné osy valce. Jaky nejmensi sklon musi mit kopec, aby se ovecka urcité

skutdlela nezavisle na svém ptivodnim otoceni?
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Mala princezna Miska sedi na své planetce P-314 a hrozné se zlobi. Na této planetce totiz jeji materska
hvézda zapada jen jednou za 60 hodin, takze bez posouvani zidle mnoho romantickych zdpadi neuvidi. Na
druhou stranu rok trva jen 300 hodin, takze Vanoc a narozenin si uzije az az.

Po jedné narozeninové party si odtahla postel na no¢ni stranu a podivala se na hvézdy. Tehdy si vSimla,
ze vzdalenym hvézddm trva jeden zdanlivy obéh okolo planety jinak dlouho nez matefské hvézd¢. Jaka je
skute¢na perioda rotace planetky okolo jeji osy?

Planetka obihd okolo své mater'ské hvézdy po kruZnici ve stejném sméru, v jakém se toci okolo svoji osy. Osa
jejtho otdcent je kolmd na rovinu drdhy.

Fero koupil Teri k narozeninam nahrdelnik slozeny ze dvou stejnych symetrickych srdicek. Teri méla
samoziejmeé ze Sperku radost, ale protoze je fyzicka, zaujal ji nejen po estetické, ale i po elektrické strance.

Zjistila, ze délkovy elektricky odpor dratu, ze kterého je nahrdelnik vyrobeny, je p. Jaky je celkovy odpor
$perku mezi body, za které je uchycen na retizku? Polomér kulatych ¢asti nahrdelniku je r.

Kdyz Hellboy praveé nelikviduje v laboratofi vybojky, bavi se vyrobou jednoduchych domacich spotre-
bi¢t. Naposledy nasel tfi rezistory s odpory 20, 30 a 60 Q) a poskladal z nich elektricky ohfiva¢. Produktovy
design ale neni jeho silnou strankou. Kdyz chce na svém ohtivaci zménit vykon, musi ho rozebrat a rezistory
prepojit. Kolika rtiznych stupni vykonu (kromé vypnutého) mtize takto dosdhnout, pokud hlavni jisti¢ u néj
doma vydrzi maximalné 15 A?

Napéti v zasuvce je 230 V. Hellboy nemusi pokazdé pouzit vsechny rezistory.
Kiko ma krasné nasténné hodiny. Maji jen hodinovou a minutovou rucicku, které se posouvaji kazdou

sekundu drobnym pohybem. Hodinova rucicka ma délku d a hmotnost 2m, zatimco minutova ma délku 2d
a hmostnost m. V jaké sekundé dne budou ruci¢ky na stfed hodin ptisobit nejvétsim momentem sily?

Najdéte alespori jedno teseni. Odevzdejte ho ve tvaru HH:MM: SS. Uloha nemd pékné analytické fesen.
Dusan je stale jesté krychle. Kdyz si lehl do vody podstavou rovnobézné s hladinou, trc¢el 4 cm nad

hladinu. Nahle v$ak prisla vysoka vlna a prevratila ho tak, ze jedna z jeho télesovych thlopricek byla svisle.
Ted z néj nad hladinu tréi jen jeden vrchol do vysky 18 cm. Jak husty je Dusan?

Mato vzal kimen hmotnosti m a polozil jej na predni konec skateboardu hmotnosti M a délky L, ktery se
po zemi pohybuje se zanedbatelnym tfenim. Mezi kamenem a skateboardem ale pisobi tfeni s koeficientem
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. Mato nyni skateboard postr¢i nohou a tim mu udéli rychlost v v podélném sméru. Jak velka mize byt tato
rychlost, aby mu kdmen nesklouzl ze zadni strany skateboardu?

Uvazujte, Ze Mato udélil skateboardu rychlost skokové, tj. s nekonecnym zrychlenim, pricemz kamen ziistal v
prvnim okamZiku vzhledem k Matovi v klidu.

Sviho si ve chvilkovém zdchvatu monumentalni neschopnosti schodil ze stolu sviij giganticky placaty
smartphone s vyskou / = 16 cm. Ma vsak bleskové reflexy a jak mu mobil pada ze stolu, stihne ho jesté
roztocit. Protoze ma drsny moderni smartphone s obrovskym displejem pres celou predni stranu, jedinou
jeho nadéji je, ze na podlahu dopadne celou zadni stranou, jinak bude po ném.

Svihiiv mobil byl polozeny na stole vysokém h = 0,8 m, pochopitelné displejem vzhtru. Kolikrat nejvic se
mize jeho telefon otocit, aby byl v okamziku svého prvniho kontaktu se zemi také otocen displejem vzhiru?

Predpoklddejte, Ze Sviho roztocil telefon tak $vihdcky, Ze mu pfi tom neudélil Zddny impulz ve svislém sméru.
Enka vzala dvé zrcatka a postavila je tak, aby sviraly thel a. Potom mezi né rozsvitila laserem tak, ze

paprsek byl rovnobézny s jednim ze zrcadel. V$imla si, Ze se paprsek ze zrcadel vraci presné po téze draze,
jak vesel.

Jaké vSechny thly mohla zrcadla svirat?

Jergu$ v kapse nasel hopik. Velmi se zaradoval a bez rozmysleni ho hodil z vysky & = 1 m na sténu
ve vzdalenosti d = 5 m rychlosti v = 12 m/s. Hopik narazil do stény a odrazil se od ni do podlahy a zpét k
Jergusovi do ruky. Jak dlouho to celé trvalo, pokud jsou odrazy dokonale pruzné?

12 m/s

1m

5m

Teri velmi potésil ddrecek od Fera. Tak moc, Ze ji Fero jesté vic pfirostl k srdci. To si nutné vyzadalo i
urcité zmény na nahrdelniku. I ted je vyrobeny z dvou identickych symetrickych srdci. Délkovy elektricky
odpor materialu je stale p a polomér kulatych ¢asti je r. Urcete aktualni velikost elektrického odporu nahr-
delniku.
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Hovorca se v Hutach vlece s varnici na ¢aj, ktera je do poloviny naplnéna vychlazenym ¢ajem. Varnice
vypada jako duty valec vysoky 1 m, ktery ma dole kohoutek, pres ktery se da cepovat ¢aj.

O kolik nejvice mtize poklesnou hladina caje ve varnici bez toho, abychom do ni dopustili vzduch? Vzduch
v nadobé mél pred vypousténim standardni atmosféricky tlak. Vzduch skrz kohoutek neprobublava.

Vysledek udavejte s presnosti na milimetry.

Michelle stale rada experimentuje a to i pres své nezavidénihodné zkusenosti s pruzinkami. Naptiklad
z nich sklada velijaké mechanické soustavy. Sehnala si ¢tvercovy ram, jehoz kazda strana ma hmotnost m a
délku d. V rozich jsou strany spojené klouby, pficemz pii ohybdni ztstava cely ram v jedné roviné.

Michelle sviij ram polozila vodorovné na zem. Potom vzala dvé pruziny s nulovou klidovou délkou a s tuhosti
k a natahla je na uhlopricky ramu. Nakonec chytila dva protilehlé rohy a zacala je tahat od sebe. Jakou silou
F ted musi tahat, aby vnitini thel pfi jeji ruce mél velikost a?

Kdyz Jaro zjistil, Ze se mu ovce vzdy skutéleji, napadlo ho, ze jejich vélcovy tvar vyuzije i jinak. AZ ovci
vytravi a je ji tieba opét vyhnat na pastvu, rozkutali ji po vodorovné roviné rychlosti v. Rovina plynule pfejde
v travnaty svah se sklonem a. Do jaké vysky nad rovinou bude trava na svahu pomackana v okamziku, kdy
ovce zastavi? Polomér hladové ovce je r.

Jarka prechazi na alternativni zdroje energie. Ve vyprodeji nakoupila spoustu plechu s plosnou hustotou
o a posvarela si z ného jednoduchou vrtulku. Vrtulka ma tfi listy a kazdy z nich ma tvar rovhoramenného
pravouhlého trojuhelniku s délkou ramene a. Na ose jsou pripevnéné rovnomérné kazdych 120°. Jaky je
moment setrvacnosti Jar¢iny vrtulky okolo osy kolmé na rovinu plechu?
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Sysel kdesi sehnal metrovou pruzinu. Blize nespecifikovanymi védeckymi metodami zjistil, Ze jeji tu-
host je 70 N/m. Rad by ji rozkrdjel na nékolik kratsich pruzin, na které poté postavi dfevénou plosinu o
hmotnosti 10 kg. Jaky je minimalni pocet stejnych pruzin, na které musi rozkrajet ptivodni pruzinu, aby
plosinu i se stokilogramovym Syslem udrzely nad zemi?

Pfi uklizeni mistnosti FKS se nasel zazra¢ny lampién. Ma tvar krychle a svétlo z néj pronika jen z
kruht vepsanych do jeho ¢tyf bo¢nich stén. Jaky prostorovy thel jim dokazeme zazra¢né osvitit, pokud je
zdroj svétla presné v jeho stredu?

™
/

Vladko vzal dlouhou valcovou nadobu a uzavrel ji pistem. Poté pist pfipevnil ke dni pruzinkou s tuhosti
k a nulovou klidovou délkou. Pist v nddobé uzavtel plyn o objemu Vj, tlakem p, a teplotou Tj.

Vtom si uvédomil, Ze prodlouzeni pruzinky & je vybornou stavovou veli¢inou. Thned si nakreslil h-T diagram
adiabatického déje s idedlnim plynem uvnitf pistu. Predpokladejte, Ze na pist nemtize ptsobit zadna vnéjsi
sila, takze jedinymi silami ptisobicimi na pist jsou tlakova sila plynu uvnitf a sila z pruzinky. Nakreslete dany
diagram i vy a vyznacte viechny vyznac¢né hodnoty.

Simon narychlo potfebuje vodorovné polarizované svétlo. Ma vsak jen zdroj svisle polarizovaného
svétla s intenzitou I a 10 dokonalych polarizacnich filtrti, ze kterych si chce sestavit pristroj, ktery mu ro-
vinu polarizace oto¢i. Jakou nejvétsi intenzitu mize mit vodorovné polarizované svétlo po priichodu jeho
pristrojem, kdyZ v ném nechce mit Zddnou svisle polarizovanou slozku?

Dokonaly polarizacni filtr propusti vsechno svétlo ve sméru polarizace a Zadné svétlo ve sméru na néj kolmém.

Adam planuje zrusit nejmenovanou instituci ve svém sousedstvi. A to ne jen tak néjakou vyhlaskou,
ale rovnou délostrelectvem. Vzal kandn s hlavni délky L a prtfezem S. Vlozil do néj projektil o hmotnosti m
tak, ze za projektilem zistal jesté vzduch o objemu Vj a tlaku py. Vybuch stfelného prachu dodal vzduchu
za projektilem energii E. Nasledné se vzduch zacal adiabaticky rozpinat, ¢imz vystrelil projektil z déla. Jaka
byla rychlost projektilu v okamziku, kdy opoustél délo? Vzduch povazujte za idedlni dvouatomovy plyn.
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Sirény Ninka a Hanka po nocich kvili na bfehu mofe a pokousi se nalakat namorniky na svétlo svych
stejnych luceren. Ninka si svoji lucernu volné zavésila na drzak, odkud sviti izotropné s vykonem P. Hanka
se 0 svoji lucernu boji. Proto ji radsi umistila do velké plné krychle ze skla s indexem lomu # a otoc¢ila ji tak,
aby jednou sténou smérovala pfimo k mofi.

Kterou lucernu vidi namornici pfi pohledu kolmo na bieh z velké dalky jasnéji a kolikrat?

B

Ply$ si rada hraje s ¢asticemi. Postavila si vlastni mlznou komoru, kterou vlozila do silného magnetic-
kého pole o intenzité B = 10 T. V jednom momenté zpozorovala, ze do jeji mlzné komory vletély soucasné
proton a mion rychlosti v = 0,99¢ kolmo na smér magnetického pole tak, ze pred vstupem do komory le-
tély rovnobézné a v komote zanechaly stopu v podobé dvou soustfednych ptilkruznic. Jaka byla vzajemna
vzdalenost ¢astic pred vstupem do komory?

vvyvrs

Mion ma stejny ndboj jako elektron, jen je 207-krdt tézsi.

Za oknem kosmické stanice se na $niirach susi tfi obrovské dokonale ¢erné plachty. Na prvni plachtu
sviti Slunce kolmo s plosnym vykonem F = 1370 W/m?. Jaka bude rovnovazna teplota treti plachty, pokud
se za ni nachazi uz jen prazdny kosmicky prostor?

Mato se rozhodl projit Malokarpatskou vinnou cestu. Av§ak uz v prvni vinné pivnici ho samotné sudy
na vino zaujaly vice nez jejich obsah. Mély valcovy tvar s polomérem podstavy 0,5 m a vyskou 1,6 m a jsou
sestaveny z rovnych prken, ktera drzela u sebe diky kovovym obru¢im. Zamyslel se, kolik nejméné obrudi je
potfeba, aby se takovy sud nerozpadl, kdyz stoji na podstavé. Mez pevnosti materialu obruce je 20 MPa, jeji
prifez je 30 mm? a hustota vina je 1000 kg/m?.

Simon si stale jesté hraje se svymi polariza¢nimi filtry. Po spousté experimentovani se mu v$ak trochu
za$pinily a kazdy z nich ted propousti uz jen 90% vstupujictho svétla v roviné polarizace (ale stale zadné
svétlo ve sméru kolmém).

Jakou nejvétsi intenzitu Cistého, vodorovné polarizovaného svétla muze ziskat na vystupu své sestavy ted,

jestli je svétlo na vstupu svisle polarizované a jeho intenzita je Ip? Simon ma opét k dispozici 10 polariza¢nich
filtrd, pficemz nemusi nutné pouzit véechny.
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Mary si nafukovala mydlové bubliny. Ponévadz je mirumilovna duse, nelibilo se ji, Ze vzduch vevnitf
je utla¢ovan. Rozhodla se proto privést na bublinu elektricky naboj. Jak velkym nabojem by musela bublinu
s polomérem 4 cm nabit, aby v jejim vnitfku byl atmosfericky tlak? Uvazujte, Ze povrchové napéti mydlové
vody je rovno /3 povrchového napéti ¢isté vody. Vysledek uvedte s presnosti na tfi platné cislice.

Nosna lana tratového vedeni jsou na vrcholech sloupii prehozené pres kladky a jsou na koncich napnuta
zévazimi o hmotnosti M. Kubovi se pfi provadéni udrzby ptihodila nehoda, v jejimz disledku ztstal viset
na nosném lané. Pfitom se mu podafilo lano rozkmitat. Najdéte periodu kmitani nosného lana tratového
vedeni. Uvazujte & = 2% a vzdélenost sloupti D = 25 m.

D

"R
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Vzorova resSeni

[ 1 ] Najprv si zo zadania vyjadrime zrychlenie a spomalenie auta v Iahsie pouzitelnych jednotkach:

B IOOkm/h_1
- 10s - S 6s 6 S

km/h 100 km/h 100 km/h
0 a a_ = = — .

a,

Aby sme pracovali s ¢o najmenej odpornymi ¢islami, zrychlenia si ponechdme takto a pocas pocitania si ¢as
vyjadrime tak, aby nam vysledok jednotkovo sedel, teda pri danom zrychleni a ¢ase bude vyraz at? vyjadre-
ny v

km/h km/h

h-s=
s S

-3600 s -s.

Teraz si trasu pre vié$iu prehladnost rozdelme na c¢asti medzi znac¢kami:
I. Najprv potrebujeme zrychlit z nuly na 90 km/h, ¢o ndm s danym zrychlenim potrva 9 s. Draha prejdena
za tento cas bude
1
Sta = Ea+t2 = 112,5 m.

Na konci cesty budeme musiet v¢as zacat brzdit, o nam s danym spomalenim potrva 5,4 s a draha
prejdena spomalovanim za takyto ¢as bude

1 545 1
=vt--at?=90k /h.’——-.(
Sle = Vb= o M 3600s/h 2

@km/h) (548)° _ oo

6 S 3600 s/h

Zvys$nu cast drahy sy, = 990 m prejdeme rovhomernym priamociarym pohybom, vysledny ¢as v prvom
useku teda bude

SIb
thH=9s+ —+54s=54s.
V1

II. Zaciatok bude rovnaky ako v prvej Casti, ¢ize zrychlime za 9 s a s;, = 112.5 m. V zavere useku budeme
musiet brzdit na 60 km/h. To nam bude trvat 1,8 s a prejdeme pri tom

1 100 km/h
Sie = 90 k/h - 1.8 5 - - ?L/ (1,85)} = 37,5 m.
S

Zvys$ok je rovhomerny priamociary pohyb, takze vysledny cas je

S
tH:9$+lb+1,SS:185.
V1

III. Spomalenie na konci drahy zvladneme za 3,6 s a draha prejdena pocas spomalovania bude
1
Sty = Vit — Ea_tz =30 m.
Zvysok drahy sy, = 1190 m prejdeme opiat rovhomerne a vysledny ¢as pobudnutia v tomto useku je

teda
Sllla

= +3,6s=75s.

Vi

Ked to vietko scitame, zistime, Ze celkovy cas jazdy bude 147 s.
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Ozna¢me hmotnost vlaku M, rychlost vlaku V a hmotnost a rychlost Katkinho auta m a v. Zo zadania
je pomer hybnosti
MV

= =150, (2.1)
my
odkial si m6zeme vyjadrit pomer rychlosti
\%4 m
2 = 150—. (2.2)
4 M
Pomer kinetickych energii je
L MV?
—— = 100. (2.3)
;my

Ak dosadime pomer rychlosti z rovnice 2.2 do rovnice 2.3, po tpravach dostavame vysledok

M Y2 100 M2 o M
—=100— = ———, odkial — =225.
m V2 1502 m? m

Oznacme si hmotnost héliového balénika M, malych balénikov m a ich polomery R a r. Stibalénie
neodleti, ked celkova tiazova sila nie je mensia nez vztlakova sila pdsobiaca na stubalénie. Ked si uvedomi-
me, Ze tiazova sila pdsobiaca na vzduch v mensich balénikoch sa akurat vykompenzuje so vztlakovou silou
posobiacou na malé baloniky, podmienka nevzlietnutia dava

4 3 4 3
M+ Nm + gnR Pre 2 gﬂR P,

Pre najmensi pocet balénov potom dostavame

N_[%‘ﬂm(/)u—PHe)—ﬂ

m

Pre ¢iselné hodnoty zo zadania vyjde N = 6.

[ 4 | Aby sa kormidlo nepretacalo, vysledny moment sily posobiaci na jeho os otd¢ania musi byt nulovy.

recos 45°

¢ r
mg

Mg

Preto musi platit

1
mgr = Mgrcos45° = M= m—s = V2m.

2
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Odpor drdtu zavisi od jeho dlzky, prierezu a rezistivity materidlu p ako

I
R=pe.
Ps

Natahovanie drétu nemeni objem ani rezistivitu drotu. Ak sa dlzka zmeni dvojndsobne, pri zachovani objemu
musi prierez klesnut na polovicu. Vysledny odpor teda bude

[ 6 | Ozna¢me si postupne plosné hustoty jednotlivych trojuholnikov zlava ¢, a# 6. Ich hmotnosti potom
ziskame vynasobenim ich plosnej hustoty a obsahu. Dostaneme

my =162g, m;=108g, m3=81g, my=8lg, ms=135g, mg=243g.

Teraz potrebujeme zistit taziskd jednotlivych trojuholnikov. Za¢nime trojuholnikom AAGH. Tazisko troju-
holnika je priese¢nikom jeho taznic, zaroven je tazisko v jednej tretine kazdej taznice smerom od zodpo-
vedajucej zakladne. Ked si do $tvorcovej siete nanesieme taznicu na stranu GH a vyznacime si bod v dvoch
tretinach jej dizky, zistime, Ze faZisko mé suradnice [20 cm; 60 cm]. Analogicky najdeme faZiska aj zvy$nych
trojuholnikov a dostaneme:

Ty =[20cm;60 cm], T, =[60 cm;60 cm], T;=[100 cm;60 cm],
T, =[120 cm;50 cm], Ts5=[120 cm;30 cm], Ty =[120 cm;10 cm].

Teraz nam treba najst celkové tazisko vlajky. VSeobecny vzorec na vypocet x-ovej zlozky taziska objektov s
hmotnostami m;,, m,, ...,m, s x-ovymi siradnicami ich tazisk x;, x, ..., x, je

x mix; + MyXy + M3X3 + ... + M,X,

m;+m,+msz+..+m,

V nasom pripade po dosadeni dostavame X = 90 cm.

H [0, 90] G [60, 90] F [120, 90]

E [180, 90]

D [180, 60]

C [180, 30]

A[0, 0] B [180, 0]

Obrazek 6.1: Vlajka na stvorcovej sieti.
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Analogicky vypocitame y-ovu zlozku taziska

B mi)1 + myy, + ms)s + ...+ MyYn
m; +m, +ms+..+m,

Y =39 cm.

Geometricky stred vlajky ma stradnice xg = 90 cm a ys = 45 cm, preto vzdialenost taziska vlajky od jej
geometrického stredu je priblizne 6 cm.

Zrychlenia sanok v jednotlivych ¢astiach ich pohybu si vy¢itame z grafu:

a; = 1,5 m/s?, a, = 0,5 m/s?, a; = —0,25 m/s%.
V prvej casti na sanky posobi iba Ralbo taznou silou F. S pomocou druhého Newtonovho zakona dokazeme
urcit hmotnost

— (7.1)
a;

V druhej ¢asti pohybu na sanky posobi aj trecia sila od podlozky F,; = fmyg, kde f je koeficient §mykového
trenia medzi sankami a podlozkou. Vysledna sila posobiaca na sanky teraz teda bude

F - F; = F - fmg = ma,. (7.2)

V poslednej casti st oproti druhej hned dve zmeny, a to vyssia celkova hmotnost ststavy m + M a tiez pro-
por¢ne vicsia odporova sila Fy, = f(M + m) g. Plati vztah

F-Fp=F-f(M+m)g=(M+m)as. (7.3)

Teraz uz dokazeme zistit vSetko, ¢o nds zaujima. Z rovnice 7.1 dosadime za m do rovnice 7.2 a zistime, ze

a—ad
f= :
4
Toto dosadime do vztahu 7.3 a m6zeme vyjadrit Bubuho hmotnost M:
a;—a
M=m——=_ =60 kg.
a, —ad; —dads

Kedze je cely luster symetricky, pozrime sa na dvojrozmerna verziu problému:
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Vidime, Ze pre kazdy povrazok, ktory drzi ziarovku, je vertikalna zlozka jeho tahovej sily F cos a. Aby luster
nespadol, vysledna sila posobiaca na Ziarovku musi byt nulova, a kedze ju drzia $tyri povrazky, dostavame

m
4Fcosax =mg = & =arccos e
4F

Hladame vysku h. Ta potom bude
tana = B
=

odkial vieme vyjadrit

. R mgR

tana \/16F2—m2g2.

Pre ¢iselné hodnoty zo zadania 4 = 10 cm.

[ 9 | Najprv si vypotitame, pod akym uhlom je sinko nad obzorom v Bratislave. Cez pravé poludnie Slnko
svieti priamo z juhu. KedZe je zdroven aj rovnodennost, Slnko svieti priamo na rovnik. Najbliz$i bod Zeme
k Slnku je priamo na rovniku a na rovnakom poludniku ako Bratislava. Slne¢né luce vtedy na Bratislavu
dopadaju pod uhlom 90° — 48° = 42°.

Kedze vietor fuka zo severozapadu, vlajka smeruje na juhovychod, a teda je oproti lu¢om svetla otocena o
45°. Pri pohlade zo Slnka je teda zdanlivé plocha priemetu vlajky mensia: keby sme vlajku otocili smerom na
vychod, na zablokovanie rovnakého mnozstva lu¢ov by nam stacila vlajka s plochou iba cos45° - 10 m?, ako
vidime v lavej Casti obrazka 9.1.

Na zaver sa este [u¢e musia premietnuit na zem. Dlzka tiena v zapadovychodnom smere sa nezmeni, v seve-
rojuznom sa zvacsi v pomere h'/h. Plati

h=htan42° = Hh' =hcot42°.

X=X

42°
h' N p

Obrazek 9.1: Priemet vlajky do zdpadovychodného smeru a na zem

Preto vysledny tiefi na zemi mé obsah <22 cos45° - 10 m? = cot42° - cos 45°- 10 m? = 7,85 m?.

Poznamenajme este, Ze toto plati i pre vlajku neobdlznikového tvaru. Lubovolne tvarovanu vlajku totiz moz-
no rozkrdjat na dostato¢ne vela dostato¢ne uzkych pruzkov, ktoré sa uz od obdlznikov velmi nelisia.
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Ozna¢me priemernu vzdialenost medzi dvomi autami d. Potom priemerny cas, ktory uplynie medzi
stretnutim dvoch za sebou iducich 4ut je t = 4, kde w je vzéjomna rychlost dut a vlaku. Frekvencia je potom
len prevratena hodnota tohoto casu.

Nech v je rychlost dut a u je rychlost vlaku. Potom frekvencia stretdvania dut iddcich oproti je f* = “3* a dut
iducich v tom istom smere f~ = W%d“l.l Zrejme f* > f~. Nech f* je k-krat vacsia nez f~. Potom zrejme plati
v+u=klv-u.

Potrebujeme néjst rychlost vlaku u spliajiicu uvedent rovnicu. Uvazujme dva pripady. Ak v > u, tak v + u =
k(v - u), odkial

k-1
u= V.
k+1
Ak v < u, potom v+ u = k (u - v). Odtial
k+1
u= V.
k-1

Pre k = 4 a v = 90 km/h dostavame mozné rychlosti vlaku u = 54 km/h a u = 150 km/h.

Vieme, Ze na kazdy z mesiacov posobia dve gravitacné sily, jedna od planéty a druhd od druhého me-
siaca. Aby mesiac obiehal po kruhovej drahe, vyslednica nan posobiacich sil musi byt totozna s dostredivou
silou, a teda

Mm m? | my?

|
Fi+F =Gl gt m”
PR TR TR

2m

Na to, aby sme zistili periédu obehu, potrebujeme vyjadrit rychlost obehu mesiaca. Potom periédu lahko
vyjadrime ako podiel prejdenej drahy a obeznej rychlosti

2R
=",
v

Po upravach dostaneme

r 2R 47R>

Vﬁ%@ 3v/Gm’

! Absolttna hodnota je tam preto, aby frekvencia bola vzdy kladn4, kedze vlak moze ist rychlejsie i pomalsie ako auta.
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Pocas letu pdsobi na vajce iba tiazova sila, ktora je konzervativna - mozeme ju popisat potencialom.
Celu tlohu teda mozeme riesit iba pomocou kinetickej a potencialnej energie.

Nech uz Samasec hodi vajce lubovolnym smerom, vzdy mu udeli rovnako velku rychlost v. Kineticka energia
vajca hned po tom, ako Samasec vajce hodi, bude vzdy

1
Ei(H) = Emvz

a potencialna (ak za nulovu hladinu povazujeme zem)

E,(H) = mgH.
Pocas letu sa sucet kinetickej a potencidlnej energie zachovava, takze vo vyske h = 0 bude platit

Ec(0) + E,(0) = %mvz(o) +mg-0 L E((H) + E,(H) = %mvz + mgH.

Z tohoto si vyjadrime, Ze v(0) = \/v?> + 2gH a to bez ohladu na uhol .

Najprv si celu situaciu na morskej hladine nakreslime:

Oznaémesid; = 3d, d, = 4d a d; = 21d. Vidime, Ze
o lodka A sa z bodu K do bodu L dostane za ¢as t a prejde drahu 3d. Z toho si polahky odvodime jej
rychlost v = 34

o lodka D sazbodu L do bodu M dostane taktiez za Cas t a prejde pritom drahu d, = 4d. Jej rychlost teda
bude u = %

o cestalodky A z bodu L do bodu N potrva ¢as 5t, tato trasa je teda dlha s, = v- 5t = 5d; = 15d.
« cestalodky D zbodu L do bodu O potrva ¢as 6t, dlzka trasy je tym padom s, = u - 6t = 6d, = 24d.

Nasou ulohou je zistit uhol &. Podarilo sa nim vyjadrit dlzky vsetkych stran trojuholnika A LON, takze hla-
dany uhol vieme vyratat pomocou kosinusovej vety

2 2 2
d; =s]+s;—2s15,cosa,

odkial
S+ —d 25d2 + 36d2 - d2
& = arccos ——=——= = arccos
25152 60d1 dz
Dosadenim hodnét d;, d, a d; dostdvame
225d? + 576d% — 441d> 1
o = arccos = arccos — = 60°.
720d? 2
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Ak sa ovecka dokazala na kopec vy$plhat, trenie muselo byt dostato¢né na to, aby sa neSmykala. Preto
na to, aby sa ovecka pohla, musi byt schopna sa otocit okolo bodu jej dotyku s naklonenou rovinou. Na to,
aby sa ovecka nehybala nadol, musi mat moment sily okolo tohoto bodu nezaporny v smere do kopca. Tento
moment je vysledkom troch sil pésobiacich na ovecku:

« gravitacnej, ktora posobi v tazisku,
« normdlovej, ktora posobi v bode dotyku,

« a trecej, ktord tiez posobi v bode dotyku.

Sily, ktoré posobia v bode, okolo ktorého sa ovecka otaca, vsak nemusime ratat do momentu sily, kedze maju
rameno nulovej dizky. Jedin4 sila, s ktorou musime ratat, je gravitatna sila v fazisku. Na to, aby sa ovecka
nepohla, musi byt moment od gravita¢nej sily nulovy. Kedze gravitacia vzdy posobi nadol, znamena to, ze
tazisko musi byt nad miestom dotyku.

¥
/

a

Maximalnej vodorovnej vzdialenosti stredu a bodu dotyku, a teda najvac¢siemu moznému sklonu odpoveda
pripad, ked je tazisko v rovnakej vyske, ako stred ovce. Uhol medzi taziskom, bodom dotyku a stredom ovce
je vtedy rovny uhlu sklonu kopca a. Preto

R/4 1

1
siha=—=—- = «a<arcsin— = 14,48°.
R 4 4

Podme si jednotlivé ¢asy oznacif pismenkami a &iselné hodnoty dosadit az nakoniec. Cas medzi z4-
padmi bude t; a jeden rok ¢,. Hladana hodnota bude ¢. Planétka P-314 medzi dvoma zdpadmi slnka stihne
urobit % otacky okolo svojej osi a {- otd¢ky okolo slnka.

Obrazek 15.1: Drdha planétky medzi dvomi poludniami na konkrétnom mieste.
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To zodpoveda tomu, ze planétka sa z Miskinho pohladu dostane do rovnakého stavu voci slnku. Z obrazku
vidno, Ze okolo svojej osi urobila planétka jednu otacku a k nej este tolko, o kolko sa oto¢ila okolo slnka. Teda
matematicky

Wyt
t [5)
odkial po uprave dostaneme
It
t=—— =50h.
h+16

Oznac¢me si $tyri vyznacné body na nédhrdelniku A, B, Ca D.

B

Obrazek 16.1: Styri vyznacné body na ndhrdelniku

Efektivny odpor medzi bodmi A a B je 37irp, a zo symetrie je rovnaky odpor aj medzi bodmi B a D. Obdobne
medzi bodmi A a C a rovnako aj medzi bodmi C a D je odpor 4rp.

Zo symetrie vyplyva, Ze potencial v bodoch B a C je rovnaky, preto vodi¢ medzi nimi mdzeme odstranit.
Dostaneme dva paralelné vodice, jeden s odporom 8rp a druhy s odporom 37rp. Vysledny odpor ma teda
velkost

1 _ 24m
1 1  37w+8
—+
8rp 3mrp

rp = 4,327rp.

V prvom rade si musime uvedomit, Ze pri kons$tantnom napiti v sieti bude vykon ohrievaca zavisiet
iba od odporu v obvode. Vykon je dany suc¢inom napdtia a prudu, prud je vSak jednoznacne dany odporom
ako I = U/R a teda plati

P:UI:E.
R

Ak si vypiSeme vsetky spdsoby, ako mozeme rezistory zapojit, zistime, Ze existuje dokopy 18 réznych zapo-
jent:

« ziadny rezistor (jedno zapojenie),

« jeden rezistor (tri moZznosti, ktory pouZzijeme),

o dva rezistory do série (tri moZnosti, ktory nepouzijeme),

o trirezistory do série (jedna moznost),

dva rezistory paralelne (tri moznosti, ktory vynechame),

dva rezistory paralelne a za ne treti sériovo (tri moznosti),

dva rezistory do série a paralelne k nim treti (tri moznosti)
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« anakoniec vSetky tri rezistory paralelne (jedina moznost).

Aby zapojenie rezistorov nevyhodilo isti¢, musi byt ich celkovy odpor vi¢si ako 22¥ = 15,5 Q). Zapojenie

bez rezistorov ohrievac skratuje, a teda vyhodi istic. Zapojenie s tromi rezistormi vedla seba vytvori odpor

1
R= =10 Q,
1 1 1

+ +
2000 300 60Q

ktory je mensi ako medzny odpor 15,5 ), takze takéto zapojenie vyhodi isti¢. Rovnako aj paralelné zapojenie
rezistorov 20 Q a 30 Q, resp. rezistorov 20 Q a 60 Q vytvori nedostato¢ny odpor 12 Q, resp. 15 (), ktoré takisto
vyhodia isti¢. Pri ostatnych zapojeniach uz bude prud dostato¢ne maly.

Ostava ndam teda 14 moznosti. Dve zapojenia v§ak majui rovnaky odpor: ak zapojime druhy a treti rezistor
vedla seba, dostaneme R = 20 (), rovnako ako keby sme pouzili iba prvy rezistor. Existuje teda iba 13 vhod-
nych zapojeni s r6znym tepelnym vykonom v obvode.

Rucicky na hodinach sa hybu konstantnou rychlostou a prechddzaju dvanastkou stcasne, urcite buda
existovat prave dve riesenia, liSiace sa iba smerom momentu sily, a obe budu od polnoci rovnako vzdialené
v Case. Sustredime sa iba na rieSenie s momentom s kladnym znamienkom, teda vecer. Ranné rieSenie bude
potom iba doplnkom do dvanastich hodin.

Najprv si v§imneme, ze minutova rucicka je sice dvakrat dlhsia ako hodinova, ale ma iba polovi¢nti hmotnost,
takze pri rovnakom uhle budu obe rucicky pdsobit rovnakym momentom sily. Periéda obehu hodinovej
rucicky je 12 hodin, ¢ize 43 200 sekind; minutovej jedna hodina, ¢ize 3600 sekund. Ked si momenty sil
vyjadrime pomocou uhlov (meranych od znacky XII), uvidime, Ze celkovy moment je

2mt
M = Myoq + Myin = Zmdsin( ) + Zmdsin( 7 ) (18.1)

2t
43200 s 3600 s
Kde ma tato funkcia maximum? Ndjdenie presného analytického riedenia vyZzaduje znalost derivovania. Ak
to vieme spravit takto, smelo do toho, ak nie, neprekdza nam to. Zadanie sa pyta iba na konkrétnu sekundu,
ktoru s trochou $ikovnosti vieme najst pomocou kalkulacky postupnym dosadzanim. Navyse hodnoty m a d
sa nemenia — a kedZe sa pytame iba na ¢as a nie na velkost momentu, mozeme ich uplne ignorovat, vysledok
od nich nebude zavisiet.

Letmy pohlad na hodiny ndm prezradi, Ze najva¢si moment hodiny zaZiju urcite niekedy okolo tri $tvrte na
devit, ked su obe rucicky blizko ¢islice IX. Presne o 08:45 je vSak hodinova rucicka este len o 3,75° nizdie a
moment od nej teda este stale rastie. Maximum teda nastane az o nieco neskor.

Pre c¢as 08:45:00 dosadime ¢ = 31 500 s a pomocou kalkulacky zistime, Ze

M03:45;00 = 1,991 445 - 2mg

Ak budeme skusat nasledujice sekundy, zistime, ze moment sa e$te parkrat o malicko zvicsi, ale po t =
31506 s = 08:45:06 sa opdt zacina zmensovat. Ostatné lokalne maxima medzi 06:00 a 12:00 su ocividne
menSie, ak tomu neverime, moZeme sa o tom presvedcit vypoctom.

Ked dopocitame aj rieSenie na druhej strane cifernika, dostaneme vysledky

t=11694s = 03:14:54, a t=31506s = 08:45:06,
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pripadne v oboch pripadoch este o 12 hodin neskor.

Pre teleso ako kocka Dusan ponorené do kvapaliny plati Archimedov zakon. Jeho trividlnym dosled-
kom je, Ze pomer hustoty telesa ponoreného do kvapaliny a hustoty kvapaliny je rovny pomeru ponoreného
objemu telesa a celého objemu telesa. Ak si oznaéime dlzku hrany a, hustotu vody p, a hustotu Dugka p,,
v prvom pripade plati

Pp _ 4 a’-4cm

[ a’

V druhom pripade vieme, ze vyska vynorenej casti je 18 cm. Tato vynorena cast je pravidelny trojboky ihlan,
ktorého vrchné tri hrany zvieraju pravé uhly.

(19.1)

\2d
\2d

Obrazek 19.1: Cast kocky nad hladinou

Dlzku tychto hrdn ozna¢me d. Objem nasho ihlanu bude rovny 1d°. Z Pytagorovej vety budd mat strany
podstavy dizku \/2d. Pozrime sa teraz na trojuholnikovti podstavu ihlanu.

Obrazek 19.2: Priesecnik kocky s hladinou

Ma tvar rovnostranného trojuholnika. DlZka jej vysky bude éd ajeho stred bude od vrcholu vzdialeny éd.

Nakoniec sa pozrime na pravouhly trojuholnik s hornym vrcholom ihlanu, taziskom jeho podstavy a jednym
zo spodnych vrcholov.
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d 18 cm

V6
X

Obrazek 19.3: Popisany trojuholnik

Z Pytagorovej vety potom ziskame d = 18+/3 cm. V tomto druhom pripade plati

p V3 (18 cm)’
p—DZ I—T, (19.2)

a porovnanim rovnic 19.1 a 19.2 ziskame

Dosadenim do rovnice 19.1 dostavame
Pp = (1 -4- 3_§>pv = 887 kg/m’.
V momente, ked Matej udeli skateboardu rychlost v, je kamen v pokoji na jeho prednom konci. Ked

skateboardu udeli nejaku rychlost, ten v dosledku posobenia trecej sily medzi nim a kamenom za¢ne hned
spomalovat. Zo zdkona akcie a reakcie sa zdroven kamen za¢ne pohybovat so zrychlenim.

AN
x(T) x(0)=L

umg umg

{ mg

Obrazek 20.1: Skateboard a sily pésobiace na kame.

Najprv si napiSeme vztahy pre zrychlenie kamena a a skateboardu A podla druhého Newtonovho zédkona,
m
a= Uug, A=-u—g 20.1
Hg b8 (20.1)
Teraz si mozeme sformulovat rovnice pre polohu a rychlost kamena s pociato¢nou polohou L

xx(t) =L+ %ygtz, (20.2)
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vi(t) = ugt (20.3)

a pre skateboard s pociato¢nou polohou 0
xs(t) = vt - %yg%tz, (20.4)
vs(t) =v— ‘u%gt. (20.5)

Aby kamen zo skateboardu nespadol, musi sa voc¢i skateboardu zastavit, kym prejde vzdialenost L. Ozna¢me
si cely ¢as od zaciatku az po vyrovnanie rychlosti 7. Potom pre ststavu skateboard-kamen mozeme sformu-
lovat podmienky pre polohu a rychlost

xs(7) = x(7). (20.6)
vs(1) = vi(7), (20.7)

Z podmienky pre rychlosti 20.7 dostaneme po dosadeni z rovnic 20.5 a 20.3 vztah pre 7,

V= oy = (20.8)
H MgT = UgT, )
odkial
M
=2 , (20.9)
pgm+M

Analogicky dosadime do podmienky pre polohy 20.6 rovnice 20.4 a 20.2,
1 1
L+ E‘ugrz =7 - Eyg]\%rz.

Po zjednoduseni a dosadeni za 7 z rovnice 20.9 sa dozvieme, zZe

1 m+M

L=vr——- 2
VT zyg T
v M 1 m+M 2 M \?
ugM+m 2 M (ug)" \M+m

v M 1v2 M

Tugm+M  2ugm+ M

v—\/z L(m+M)
=1/ 2ug )

Zac¢nime s jednoduchsou a zjavnejsou podmienkou: v momente dopadu, ked je vyska taziska nulova,
musi byt uhol otocenia mobilu celo¢iselnym nasobkom 27. Mobil zo stola vo vyske h padd v homogénnom
gravitacnom poli so zrychlenim g za cas

Odtial vyjadrime
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KedZze mobil zacina otoceny displejom nahor, musi sa za cas ¢ otocit presne o uhol 27k, kde k je lubovolné
celé cislo. Teda

27k
w =

T .
g

Druhou podstatnou podmienkou je, Ze v momente dopadu sa musia obe hrany mobilu hybat smerom nadol.
Inak by ta spodna musela vychadzat z podlahy, ¢o nie je ani fyzikalne mozné, ani v sulade s tym, ze ide o
prvy kontakt so zemou. Vrchna hrana sa takisto hybe nadol, inak by znova mobil dopadol na hranu a bolo
by po nom. Spodna hrana mobilu ma v momente dopadu rychlost

v=—gt+ wi Cos ¢,

kde ¢ je uhol, ktory mobil zviera so zemou. Ten musi byt pri dopade 0°, a teda z podmienky v < 0 dostavame

I
V2hg =gt > w=.
g=gt> wy

Chceme zistit najvacsiu moznd uhlova rychlost w, ktorou modze Sviho roztocit mobil, aby obe podmienky
platili. Spojenim podmienok dostdavame
2h
k<—,
ml

¢o pre zadané hodnoty dava najvyssiu mozna hodnotu k = 3.

Aby sa la¢ vratil do lasera naspdt tou istou cestou, ktorou prisiel, musi sa v istom momente odrazit od
jedného zo zrkadiel kolmo. Pozrime sa teda na situdciu z opacnej strany, za¢nime s li¢om vychddzajicim z
jedného zo zrkadiel pod uhlom 90°. Najprv predpokladajme, Ze sa bude navzdy odrazat od zrkadiel. Neskor
sa ukaze, preco je to uzitocné.

Prvykrat dopadne na zrkadlo pod uhlom 90° — a. Pod rovnakym uhlom sa nutne aj odrazi. Nakreslime si
pripad, ked 1a¢ po niekolkych odrazeniach na jedno zo zrkadiel dopadne pod uhlom 90° - ka:

90° - (k+1)a

' 2ka)
- 90°-ka/ \90°-ka

Obrazek 22.1: Luc sa odrdza, aZ sa odrazi pod uhlom ka.

Zo suttu uhlov v trojuholniku potom pri daléom odraze dopadne na zrkadlo pod uhlom 90° - (k + 1) a. Lu¢
sa teda bude postupne odrazat pod uhlami 90°,90° — &, 90° — 2, 90° - 3q, ...
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Lu¢ sa zo sustavy dostane von rovnobezne s jednym zo zrkadiel prave vtedy, ked jeden z tychto uhlov bude
rovny 0°. Teda hladame vsetky uhly a také, Ze 90° — ka = 0°, kde k je lubovolné prirodzené ¢islo. RieSeniami
st teda vSetky uhly v tvare 90°/k.

Na zaciatku si uvedomme, Ze odrazy si dokonale pruzné, prvy odraz iba otaca x-ovu zlozku rychlosti
skakalky. Preto si pre nase ucely mozeme pri odraze od steny situdciu ,,odzrkadlit,,. Predstavme si teda, Ze
namiesto steny pokracuje dlazka dalej a vo vzdialenosti 2d od Bubuho stoji druhy Bubu, ktory po odraze
skakalky od zeme ju chyti:

Obrazek 23.1: Ekvivalentnd situdcia, s odzrkadlenim sveta po odraze.

KedZe aj druhy odraz je dokonale pruzny, podobne sa pri nom len oto¢i smer y-ovej zlozky rychlosti skakal-
ky. Potom uz len doleti do rovnakej vysky ako na zaciatku, kde bude podla zdkona zachovania energie mat
rovnaku rychlost ako na zaciatku. Preto plati, Ze tato situdcia je drahovo ekvivalentna s pripadom, kedy ho-
dime skdkalku od zeme $ikmym vrhom, az na fakt, Ze nejaku ¢ast parabolického letu sme odsekli zo zaciatku
a posunuli na koniec. Preto aj vysledny cas, ktory nas zaujima (ozna¢me si ho T), bude rovnaky.

Uvazujme teda skakalku hodenu $ikmo pod uhlom ¢ rychlostou v, tak, ze precestuje vzdialenost 2d a vo
vyske h bude mat rychlost v.

h=1m

<
-

2d=10m

Obrazek 23.2: Sikmy vrh, pre ktory ideme vypocitat celkovy éas.

Namiesto rychlosti vo vyske v sa nam viac hodi poznat rychlost na zemi, ktoru si ozna¢ime vy, so zlozkami
vy a vy. Ta si vieme vyjadrit z informdcii, ktoré mame, s pomocou zékona zachovania energie ako

Vo = vy + vy =2+ 2gh. (23.1)
Pre $ikmy vrh platia rovnice
x(t) = vy,

(23.2)
y(t) = vyt - %gﬁ
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pri¢om pozname zaciatocné a kone¢né siradnice
x(0)=0 a x(T) = 2d,

¥(0)=0 a y(T)=0.

(23.3)

Po dosadeni vyrazov z 23.2 do pravych stran sa dozvieme, Ze

2
-2

T

a po vyluceni jedného T z druhej rovnice dostaneme

gT gd
Vy:7=v—x.

Toto moOzeme dosadit do 23.1, odkial ziskame

Tato rovnicu moZeme este raz vynasobit v2, ¢im dostaneme bikvadraticka rovnicu

vi— v+ gd* =0,

Tato bikvadraticka rovnica ma dve rieSenia v tvare

, VoAV, —4gd?
5 .

Jedno z nich ale nie je v sulade so zadanim ulohy: ak by sme lopticku hodili od zeme s takouto horizontal-
nou rychlostou, vertikalna rychlost bude primala a lopticka nikdy nedosiahne vysku h. Situacia v zadani by
nemohla nastat. Hladanym riesenim je teda to so znamienkom minus. Vysledny cas je potom

T:Z—d: 2d

Vx

V2 4+2gh—\/ (v*+2gh)*—4g2 2
2

Po dosadeni ¢iselnych hodnoét zo zadania zistime, ze T = 2,425 s, pripadne pri pouziti presnejsej hodnoty g
eSte o nieco viac.

Nazvime siuzly A, B, C, D, E. Zo symetrie vyplyva, Ze prud, ktory tecie priamo medzi bodmi A a C (nie
cez bod B), je rovnaky ako medzi bodmi C a E. Podobne prud, ktory tecie medzi bodmi B a C, bude rovnaky
ako ten, ¢o tec¢ie priamo medzi bodmi Ca D. Preto pre ucely ratania odporu tohoto zapojenia mdzeme tento
obvod v bode C rozdelit:
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B D

C

Obrazek 24.1: Ekvivalentny obvod po rozdeleni v bode C.

Odpor medzi bodmi A a B a zo symetrie rovnako aj medzi bodmi D a E ma velkost

RAB = RDE = nirp.

Odpor priamo medzi bodmi A a E bude mat velkost 6rp. Medzi bodmi B a D su dva paralelné vodice, jeden
s odporom 17rp a druhy s odporom (2 + 7) rp.

Celkovy odpor medzi bodmi B a D teda bude

Potom odpor medzi bodmi A a E cez hornu vetvu bude mat velkost

( 27 + 712) 712 + 107
27T+ r

3m+4 p= 4+ 37 P

Celkovy odpor zapojenia teda bude

4212 + 607

24+ 28n 47 P P00

Oznacme si vysku nadoby na ¢aj H. Nadoba je do polovice plna, teda objem vzduchu v nadobe je
Vy = 8. Tlak vzduchu v nddobe je na zaciatku rovny atmosférickému. Vytekanie ¢aju sa zastavi v momente,
ked sucet tlaku vzduchu v nadobe a hydrostatického tlaku ¢aju je rovny atmosférickému tlaku, teda

H
Pa=P+(E_h)Pg>

kde & je pokles hladiny ¢aju a p je hustota caju.

Teplota vzduchu v nadobe po vypustani sa ¢casom ustali na teplote vzduchu pred vypustanim. Podla stavovej

rovnice teda plati
H H H
=l (5 e (5 )
Po roznasobeni a preusporiadani dostavame pre pokles hladiny h kvadraticku rovnicu

by H g
pg 4
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Jej kladnym rieSenim je hladany pokles hladiny

2
he-Po (p“) +E.

2pg 2pg 4
Pre H = 1 m dostavame h = 25 mm.

NapiSme si energiu pruziniek v rame, ak ramena ramu zvieraja uhol «. Energia pruzinky s tuhostou k,
natiahnutej o x je

E-lre.
2

V nagom pripade bude mat jedna pruzina dlzku x, = 2dsin ¢ a druhé dlzku x, = 2d cos £. KedZe uvazujeme
iba energiu v pruzinkach, celkova energia systému bude

E = 2kd? (sin2 g + cos® g) = 2kd?.

Vidime teda, Ze nech budeme ram akokolvek stlacat alebo natahovat, jeho energia bude vzdy rovnaka. Preto
sila, ktorou musime posobit, aby strany zvierali uhol «, je nulova.

Pri rieseni tohoto prikladu potrebujeme uvazovat zakon zachovania energie. Ovca v najvyssom bode
svojej drahy, vo vyske h nad rovinou, bude mat len potencialnu energiu. Tato potencialna energia bude mat
velkost mghr, kde m je hmotnost ovce a g je tiazové zrychlenie. Ked sa ovca kotula po rovine, ma kineticka
energiu nielen od posuvného pohybu, ale aj od rota¢ného. Jej uhlova rychlost je rovna v/r a pre homogénny
valec je moment zotrva¢nosti rovny 3mr. Jej celkova kineticka energia na zaciatku je teda rovna

1, Imrv* 3

—mv°+ — = —mv-.
2 4 7 4

Zo zakona zachovania energia sa teda ovca vykotula do vysky

32

hy = ——.
T 4g

£ *”

Vsimnime si ale, Ze ovca sa zeme nedotyka svojim najniz§im bodom, ale trochu vyssie, kedZe je na kopci.
Konkrétne jej najnizsi bod je o r niZdie nez jej os a miesto, kde sa dotyka zeme, sa nachddza rcos a pod jej
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osou. Preto pogniavi travu do vysky

32
h:4l+r(1—cosoc).

Zo symetrie vidime, Ze kazda lopatka do celkového momentu zotrva¢nosti prispieva rovnako. Staci
nam teda vyjadrit moment zotrvacnosti jednej a vyndsobit to tromi. Navyse si moZeme vS§imnut, ze z dvoch
takychto lopatiek vieme zloZit $tvorec so stranou a.

Zaujimat nas bude jeho moment zotrvacnosti okolo kolmej osi, prechadzajicej jednym z vrcholov. V tabul-
kach sa obvykle ndjde moment zotrvacnosti okolo osi prechadzajucej stredom,
1

ID = _mDaz,
6

ak tabulky nemdame, vieme ho spocitat pomocou $kalovania a Steinerovej vety. Ta nam takisto pomoze spo-

¢itat moment zotrvacnosti okolo osi prechddzajicej vrcholom. Ak oznacime vzdialenost novej osi od taziska
V2

X = 7261, dostaneme

2 3

ﬂ2)2

1
Iy =I5 + mpx?* = gmgaz +mg | —a* | = =mya®.

Jarkina vrtulka sa sklada z troch polovic takého $tvorca, a teda jej moment zotrvacnosti bude 3/2-krat vacsi,
¢ize mpa?. Po dosadeni my = 0a? dostavame vysledok

4
Ivrtul'ka =oa.

Alternativne sa vieme k vysledku dopracovat aj tak, Ze si uvedomime, ze moment zotrvac¢nosti zavisi len na
kolmej vzdialenosti bodov telesa od osi otdcania, a td sa v pripade nasej vrtulky nezmeni, ked jednotlivé lo-
patky vrtulky lubovolne nato¢ime okolo osi otacania. Vieme ich teda natocit aj tak, Ze dostaneme utvar, ktory
predstavuje ¥/s §tvorca so stranou dlzky 2a. Moment zotrva¢nosti vrtulky st teda ¥s momentu zotrvaénosti
tohto $tvorca okolo jeho stredu, ¢ize

(2a)’ 0 - (2a)* = oa*.

N =

3
Ivrtul’ka = g :

Dobrym zvykom byva udavat moment zotrvacnosti v tvare , konstanta krat hmotnost krat charakteristicky
rozmer na druhu,,. Hmotnost celej vrtulky je M = 30a?. Ak za charakteristicky rozmer vezmeme dlzku
odvesny trojuholnika a, moment zotrvacnosti bude

2 2
Ivrtulka = gM(l .

Predstavme si pruzinu zlozent z n rovnakych pruzin s tuhostou k. Ak na takuto zloZenu pruzinu bu-
deme posobit nejakou silou F, kazda z pruziniek sa skrati rovnako, ako keby sme touto silou posobili na nu
samotnu. Zmeny dizky teda bude n-krét vi&sia a celkova tuhost zlozenej pruziny bude len .

Pri krdjani pruziny to bude fungovat opac¢ne - ak pruzinu nakrdjame na »n kusov, pri posobeni silou F sa
kazdy skrati iba o jednu n-tinu dlzky, o ktort by sa skratila povodna pruZzina, ¢omu zodpovedd tuhost nk.
Podobne, ak skladame # rovnakych pruzin s tuhostou k vedla seba, tuhost vyslednej pruziny bude nk. Preto
celkova tuhost kiskov pruziny, ak ich Sysel polozi vedla seba, bude kn?.
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Musime si viak uvedomit, ze pokojova dizka tychto pruzin tiez klesla, a to na dlzku L. Aby pruziny udrzali
plo$inu nad zemou, musia sa stla¢it o menej, ne je ich pokojova dlzka. Sila, ktorou posobi plosina so Syslom
na pruziny, bude rovna Fs = g- 110 kg.

Sila od pruziny mé velkost F, = k'x = kn>Ax, kde Ax je zmena dlzky pruziny. Aby pruziny plosinu udrzali
nad zemou, musi platit

Fs<n-70N.

Lahko dopocitame, ze Sysel musi svoju pruzinu nakrdjat na aspon 16 kusov.

Vo vysledku chceme zistit osvetleny priestorovy uhol. Ten je rovny podielu plochy gule, ktort by sme
osvietili, ak by sme nasu kocku dali do stredu tejto gule a jej polomeru na druht. Najjednoduchsie si to pred-
stavime tak, Ze si zoberieme gulu, ktora ma stred v strede kocky s priemerom dlhym ako stenova uhlopriecka

kocky.

Ak si ozna¢ime dlzku strany kocky a, tato gula ma polomer ?a. Navyse pekne vidime, Ze tato gula presne

pretina obvody dier v bo¢nych stendch. Ak by sme teraz kocku zmeniili, osvetlené by zostali tie casti gule,
ktoré trcia z kocky a su na bokoch?.

Obrazek 30.1: Osvetleny priestorovy uhol ako cast povrchu gule

Aby sme vedeli zistit, aky priestorovy uhol pokryvaju osvetlené casti, musime zistit ich plochu. Tieto ¢asti su
gulovymi vrchlikmi, o ktorych plati, ze ich plocha je rovna 27rh, kde r je polomer gule a h je vyska vrchlika.
Vsetky $tyri osvetlené gulové vrchliky budu mat zo symetrie rovnaku plochu. Ich vyska bude rozdiel medzi
polomerom gule a polovicou strany kocky, ¢ize

Kazdy z nich bude mat plochu

a celkova plocha je teda

*diery m4 lampién len v bo¢nych stenéch
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Ak to vydelime §tvorcom polomeru gule, dostavame prislu$ny priestorovy uhol

2
871(1 - %) = 7,361 sr.

Stav plynu je popisany takzvanymi stavovymi veli¢inami. Standardne pouZzivanymi stavovymi velici-
nami su tlak p, objem V a teplota T. Stavové veli¢iny musia spliat stavovu rovnicu

pV = NkB T,
kde N je pocet Castic plynu a kp je Boltzmannova konstanta. To znamend, Ze ak mame zadané dve stavové
velic¢iny, tretiu uz vieme dopocitat.

Ak jedinymi silami, ktoré posobia na piest, su sila od pruzinky a tlakova sila plynu vo vnutri, pre tlak vo vnutri
plati p = %, kde k je tuhost pruzinky, h je jej natiahnutie a S je plocha piestu. To znamend, Ze natiahnutie
pruzinky jednoznacne popisuje tlak plynu, preto je tiez dobrou stavovou veli¢inou. Zaroven h popisuje aj
objem plynu, kedZe V = Sh. Po dosadeni vyrazov pre tlak a objem do stavovej rovnice dostaneme

kh* = NkgT.

Uvedomme si, Ze natiahnutie pruzinky popisuje tlak i objem. To znamenad, ze ak mame dany objem, okamzite
vieme dopocitat tlak (aj naopak), a preto mame len jedint nezavisla stavovu veli¢inu.

Vladko si nakreslil #-T diagram adiabatického deja. Pre adiabaticky dej plati
pV* = konit.

a v nasom pripade teda plati
kS*'h**! = konst.

To znamena, Ze pri adiabatickom deji & = konst. Ak vSak na ststavu nepdsobia vonkajsie sily, natiahnutie
pruzinky sa nebude menit. Potom sa tlak ani objem nemenia, a teda sa nemoze menit ani teplota. To znamena,
ze ak uvazujeme adiabaticky dej, ¢ize ak zakazeme tepelnu vymenu s okolim, stav plynu sa v pieste menit
nebude, a teda adiabaticky dej na h-T diagrame bude reprezentovany jedinym bodom.

Néjdime si suradnice tohoto bodu. Stav plynu je v zadani dany stavovymi veli¢inami py, Vo, To. Teplotu teda
mame danu, takze potrebujeme uz len ndjst natiahnutie pruzinky k. Ked prenasobime medzi sebou vyrazy
pre tlak a objem, dostaneme

poV() = % . Sl’lo = khz,

[PV
ho—\/—k .

Takze h-T diagram adiabatického deja teda vyzera nasledovne:

odkial
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h

PoVol — — — _— — _
V K 1

Budeme sa na svetlo pozerat ako na prie¢ne vlnenie elektromagnetického pola. Predstavme si, Ze mame
svetlo polarizované v ur¢itom smere a nasmerujeme ho cez dokonale priepustny polariza¢ny filter s rovinou
polarizacie oto¢enou voci tomuto smeru o uhol ¢. Na druhej strane filtra budeme pozorovat uz iba zlozku v
smere zhodnom so smerom polarizacie filtra, ktora ma amplitidu A, cos ¢. Zlozka kolma na smer polarizacie
filtra, velka A sin ¢, nim neprejde.

Energia elektromagnetickej vlny je vSak imerna §tvorcu amplitudy, teda v reci intenzit prejde cast velka
I cos? ¢ a Cast s velkostou I, sin” ¢ filter pohlti. Sticet prepustenej a pohltenej energie je samozrejme rovny
energii vstupujucej vlny.

Ak chce Simon mat na vystupe iba vodorovnu zlozku, posledny filter musi byt urcite natoceny tiez vodorovne.
Co ale so zvy$nymi filtrami? Intuitivnym a pritom aj spravnym rie$enim je rozlozit ich tak, aby uhly medzi
rovinami polarizacie dvoch po sebe nasledujucich filtrov boli vzdy rovnaké a ¢o najmensie. Podme si to
dokazat.

Majme tri filtre s uhlami natocenia ¢, ¢, a ¢, a nech vzdjomné rozdiely ich natoceni st rozne,
P=¢:-9%p, -9 =0

Ukazeme, ze ak stredny filter ¢, pootocime tak, aby sa rozdiely rovnali, vyslednd intenzita po prechode sa
urcite zvysi. Ak otacame iba strednym filtrom, plati

a+f=y=konst = Pf=y-«a
a teda intenzita po prechode obomi dvojicami filtrov je

Ly = Ipyea - COS” - cos” (y — @) .

Zderivovanim podla « alebo inou chytrou metddou zistime, Ze tato funkcia nadobida maximum prave vte-
dy, ked a = y/2, resp. « = . Otacanim stredného filtra nijak neovplyvnime smer polarizacie za tretim filtrom,
takze vzdy, ked najdeme takuto trojicu, mézeme ju pootoc¢enim stredného filtra zoptimalizovat. Jediné roz-
lozenie, ktoré takto zlepsit nevieme, je také, kde uz su vsetky rozdiely rovnaké.

Tym sme zaroven dokazali, Zze Simon potrebuje pouzit vSetky filtre: ak by nejaky nechal bokom, je to to isté,
ako keby ho postavil pred prvy filter v rovnakej orientacii. O tejto situdcii uz ale vieme, Ze by sme ju dokazali
zlepsit otoc¢enim filtra, ktory je po novom druhy, a teda nemoze byt optimalna.

Nakoniec nam ostava uz len spocitat, kolko svetla cez optimalnu Simonovu ststavu moze prejst. Kazdy z n
filtrov sto¢i rovinu polarizacie o 90°/n, ale pritom necha prejst iba cos? (90°/n) intenzity svetla. Kazdy filter
znizi intenzitu konstantnym nasobkom, takze vyslednd intenzita je suc¢inom vsetkych koeficientov.

Pre n = 10 je teda vysledok

o

90
I=1,cos® (—) =0,78 I,.
10
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Vybuch pusného prachu dodal plynu energiu E. Za predpokladu, Ze vybuch trval dostato¢ne kratko,
takze sa projektil efektivne nestihol posuntt, plyn nevykonal Ziadnu pracu, a teda vsetko teplo sa vyuzilo na
narast vnutornej energie plynu. To viedlo k ndrastu teploty plynu danému rovnicou E = yNkAT, kde N je
pocet Castic plynu, k je Boltzmannova konstanta a y je konstanta reflektujuca pocet stupnov volnosti molekul
plynu. Pre dvojatomové molekuly uvazujeme y = 2

Ak bola povodna teplota plynu Ty, nova teplota bude T} = Ty + AT. Zaroven vybuch plynu povazujeme za
izochoricky, preto tlak plynu po vybuchu bude
P1=Po T,

V zapiti nastala faza adiabatického rozpinania. Pre adiabaticky dej plati, Ze pV* = konst., preto mozno pisat

p1Vy = pV*. Odtial
(14 AT (VoY
r=n (7)) (7)

Integrovania znali ludia moézu najst pracu, ktoru vykonal plyn pri adiabatickom rozpinani ako

- [l 2 o

Ostatni vyuziji poznatok, ze pri adiabatickom deji nedochadza k vymene tepla s okolim, preto podla prvej
vety termodynamickej sa praca plynu rovna zapornej zmene vnutornej energie plynu W = —§U. Na urcenie
zmeny vnutornej energie potrebujeme najst zmenu teploty plynu pri adiabatickej expanzii. Podla stavovej
rovnice

TZ VO
To+ATLS

P2 =pP1

Po dosadeni do rovnice adiabaty dostavame

T,
PVo =P AT ATLS( "

odkial

VO n—-1
TZZ(E) (T0+AT)

Potom hladand zmena vnutornej energie je

8U = yNkoT = yNK(T0+AT)[(VO) —1].

Kedze W = —0U, postupnymi upravami dostaneme

W= (ypoV0+E)[1—(Z§) ]
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Praca plynu sa vyuzije na urychlenie projektilu hmotnosti m. Projektilu je pri vystrele udelena kineticka
energia T = 2mv2. Preto hladana rychlost projektilu je

a9

kde sme vyuzili, ze pre dvojatémovy plyny = 2 ax = .

KedZe nas zaujima pozorovana svietivost z velkej dialky a z pohladu kolmo na breh, sta¢i nam uvazovat
luce vychadzajuce zo zdroja svetla, ktoré s kolmicou na breh zvieraja maly uhol. Pozrime sa na jeden takyto
lu¢, vychadzajuici z lampy pod malym uhlom « voci kolmici (v [ubovolnej rovine). Porovnajme si, ¢o sa stane
s takymto lu¢om v oboch pripadoch.

Ten, ktory vychadza z Ninkinej lampy, cestuje dalej pod uhlom «, kedZe sa nema na ¢om lamat. Z Han-
kinho lampasa vychadza lu¢ pod uhlom «. Vzhladom na fakt, Ze lampas je priamo vbudovany do kocky, lom
medzi zdrojom a kockou neuvazujeme. Luce teda pred lomom z kocky do vonkajsieho prostredia zvieraju s
kolmicou uhol a. Podla Snellovho zdkona pri prechode medzi opticky rozne hustymi prostrediami plati

My sin o = M, sin a,,

kde n; a n, st indexy lomu jednotlivych prostredi a a; a a, uhly, pod ktorymi v nich lu¢ cestuje. V nasom
pripade uvazujeme, Ze uhol « je maly, preto sin @ ~ . Okrem toho uvazujme, Ze index lomu vzduchu n, = 1,
a v naSom pripade n; = n. Preto uhol, pod ktorym li¢ vychadza, bude rovny na.

Vsetko svetlo, ktoré lampas opusti pod uhlom mensim ako & od kolmice - ¢ize vnutri kuzela s vrcholovym
uhlom 2« - bude po opusteni kocky vnutri kuzela s vrcholovym uhlom 2na. Celkové mnozstvo energie,
ktoré prechadza kuzelom, je imerné ploche, ktoru kuzel vytina. Toto mnozstvo sa nemdze zmenit, a kedze
priestorovy uhol vzrastie n?-krat, energia na priestorovy uhol musi n?-krat klesntit. Namornici teda uvidia
Ninkin lampa$ ako n?-krat jasnejsi.

Sila posobiaca od magnetického pola s indukciou B na nabitud ¢asticu pohybujtcu sa rychlostou v s na-
bojom g je rovna

F = gqv x B.
V nasom pripade maju obe castice cely ¢as vektor rychlosti kolmy na smer magnetického pola. Preto sila na

ne pdsobiaca od magnetického pola bude dostredivou silou pdsobiacou pocas kruhového pohybu. Tato ma
velkost

mv?
Fd =
r
z ¢oho dostidvame
my
r=—.
qB

Poznamenajme ale, Ze ¢astice sa pohybuju relativistickymi rychlostami, preto m = ym, kde m, je pokojova
hmotnost casticea y =

1-=
2
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Néaboj miénu ma rovnaku velkost g = e ako naboj proténu, len opa¢né znamienko. Aby v magnetickom poli
leteli po ststrednych polkruzniciach, musia na zaciatku letiet vo vzdjomnej vzdialenosti

d:re+rp=—v(mp+m#)

2
eB -z

od seba. Pre hodnoty zo zadania vyjde d = 2,44 m.

Y

A

Y

A

Uvazujme, Ze plachty dosiahli rovnovaznu teplotu. Teda vsetok vykon, ktory pohltia, aj naspat vyziaria
do svojho okolia. Z tvaru a symetrie plachty mozeme uvazovat, ze energiu vyzaruji rovnako do oboch smerov.
Ak uvazujeme, ze plachty su dostatocne blizko pri sebe, vSetok vykon smerom k inej plachte bude pohlteny
danou plachtou.

Oznacme si plachty ¢islami 1, 2, 3 smerom od Slnka. Potom o plo$nych vykonoch jednotlivych plachiet F°
vieme v termodynamickej rovnovahe povedat nasledovné:

1 1 1 1
F,=F; +-F, F,=-F, +-F;, F; = —F,.
1=to* 35 2= Shr o 3= 50

VyrieSenim tejto sustavy rovnic sa dozvieme, ze

3 1
F:—F, F:F) F:_F)
1 2 © 2 0] 3 2 0]

z ¢oho nas zaujima iba posledna rovnica.

Teraz si uz treba len uvedomit, Ze chceme zistit plosny vykon na jednotku plochy povrchu, a ten je len polo-
vi¢ny, kedZe plachta kazdym smerom vyziari polovicu svojho vykonu. KedZe podla zadania plachty m6zeme
povazovat za absoldtne ¢Cierne telesa, teplota bude

[F
T=+ 4—9 = 278,785 K.
o

Hydrostaticky tlak rastie s vyskou ako p(h) = hpg. Tlak v kvapaline je rovnaky v danom mieste na
Iubovolne orientovanu plosku, preto na stenu suda vo vyske h posobi tlakova sila velkosti

AF(h) =p(h) - AS = hpg-2nRAh.

*F je celkovy plosny vykon vyZiareny oboma stranami plachty
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Tato sila pdsobi po celom obvode suda vo vyske h kolmo na jeho povrch.

Tahovt silu AT(h), ktort tato tlakova sila vyvoléva v prazku suda vysky Ah vo vyske h, vypoéitame z virtu-
alnych prac. Predstavme si, Ze tlakova sila spdsobi roztiahnutie sudu, a teda aj pruzku, o 6R. Pritom vykona
pracu §W = AF - éR.

Rovnaku pracu by vykonala tahova sila v sude, keby spdsobila rovnakt deformaciu. KedZe sa vSak obvod
sudu zvalsi o 276R, je prislu§na virtudlna praca SW = AT - 2n0R. Z rovnosti prac dostavame AT(h) = %Srh).
Potom tahova sila v sude vo vyske # je

AT(h) = RpghAh.

Tato tahova sila napina pruzok vysky Ah. My vsak potrebujeme silu, ktord posobi na cely sud, a preto musime
scitat prispevky cez celu vysku. Jednou moznostou je vypocitat integral

H
T- f Rpgh dh.
0

Druha moznost je uvedomit si, ze prirastok tahovej sily zavisi od vysky linedrne, takze na grafe je to len
priamka prechadzajuca pociatkom. Celkova tahova sila je potom plocha pod grafom,* ¢o nie je ni¢ iné nez
plocha pravouhlého trojuholnika s odvesnami dlzok H a RpgH, takze celkova tahova sila v sude je

1
T= ERngZ.

Jedna obruc je schopna uniest tahovu silu dani medzou pevnosti a jej prierezom 7 = 0§, takze minimalny
pocet obruci na sude je

N-= [RPgHQ].
20S

Pre ¢iselné hodnoty zo zadania dostdvame N = 11.

Vyjdeme z rieSenia predchadzajtcej tlohy. Jedinym rozdielom je tu to, Ze intenzita klesa nielen kvoli
rozdielnym natoceniam filtrov, ale aj kvoli znizenej priepustnosti samotnych filtrov. Zapasia tu dva vplyvy:
¢im viac filtrov mame, tym $etrnejsie vieme rovinu polarizacie stacat, zaroven vsak stale va¢siu ¢ast intenzity
stracame kvoli absorpcii svetla.

Do vyrazu pre vyslednu intenzitu pribudne este exponencialny ¢len za stratu intenzity pri prechode kazdym
filtrom a dostaneme

T 2n
1:10-0,9”-(cos—) .
2n

Vyskusanim prvych par moznosti (alebo v hor§om pripade derivovanim podla n) zistime, Ze maximum teraz
nastdva uz pre n = 5,

10
I=1,-0,9°- cos (%) = 0,36 I,

Uvazujme plosku mydlovej bubliny AS. Za¢neme tym, Ze si vypocitame, aka sila posobi na tito plosku
v dosledku povrchového napdtia. Povrchové napitie bubliny sa prejavuje kapildrnym tlakom py. Ten je dany

*Podobne ako pri rovnomerne zrychlenom pohybe je prirastok dréhy dany rychlostou, a té je linedrnou funkciou &asu, takze
dréha sa dé vypocitat ako plocha pod grafom v(#).
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Laplaceovym vzorcom. Kedze bublina ma dva povrchy, plati

_Yy

PkR

b

kde y je povrchové napitie mydlovej vody a R je polomer bubliny. Potom sila pdsobiaca na plosku AS je
4
AF; = piAS = %AS.

Tato sila vtahuje plosku do bubliny.

Dalej potrebujeme néjst elektrostaticku silu, ktorou je ploska odpudzovana po privedeni elektrického naboja
na bublinu. Povedzme, Ze Mary priviedla na bublinu naboj Q. Bublina je vodiva, preto sa naboj po povrchu
rovnomerne roztecie. Povrchova hustota naboja na bubline bude

. Q
o= )
471R?

Obrazek 39.1: Elektrické polia na malom kiisku povrchu bubliny.

Kltcovym néstrojom k vyrieseniu ulohy je Gaussov zakon. Ten hovori, Ze integral intenzity po lubovolnej
uzavretej ploche je umerny celkovému naboju vo vnutri plochy. Matematicky vyjadrené

fﬁdszi.
€o
S

RozloZenie naboja na bubline ma gulovu symetriu. Elektricka intenzita v okoli gule bude mat teda tiez rov-
naku symetriu. Zoberme si teda za Gaussovu plochu sféru X, na vonkajSom povrchu bubliny. Intenzita na
tejto ploche ma radialny smer a konstantnu velkost. Preto

55 E-dZ, = E, 47R? = Q
21 80

Odetial intenzita na povrchu bubliny je

Q

Eo = ——.
"7 4meyR2
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Teraz zoberme za Gaussovu plochu sféru X, na vnitornom povrchu bubliny. V takom pripade je celkovy
naboj vo vnutri plochy nulovy, a teda na zaklade rovnakych argumentov ako v predchadzajucom pripade

Ein = 0

Toto sme dostali, ked sme sa pozerali na vec na globalnej skale. Teraz sa pozrime lokalne len na plosku
AS. Ked sme dostato¢ne blizko, jej zakrivenie nevhimame a ploska sa ndm javi ako rovna.” Za Gaussovu
plochu zvolme ,,plechovku® 25 s podstavami AS a malickou vyskou, obklopujtcu plosku AS bubliny. Kedze
rozlozenie naboja je rovinné, elektricka intenzita bude mat zrkadlovt symetriu. Intenzita musi byt kolma na
plosku - ak by nebola, teda ak by mala aj tangencialnu zlozku s ploskou, tiekli by nou prudy, dokym by sa
tato zlozka nevynulovala. Potom podla Gaussovho zakona

A
51513 dZs_ZElASla S

odkial
o
EJ_ = — = L.
280 87T£0R2
Intenzita od plosky AS je na vnutornej strane bubliny v jej blizkosti nenulova. Lenze celkova intenzita vo
vnutri bubliny ma byt rovna nule, preto intenzita od zvysku bubliny na vnutornej strane plosky AS musi byt
rovna E = —E . Potom sila posobiaca na plogku je
QZ
AF, = EAQ =ecAS = —AS.
32m2eyR4

Koneéne médzeme zodpovedat otdzku zo zadania. Aby bol vo vnutri bubliny atmosféricky tlak, musi byt pri-
tazliva sila povrchového napdtia rovna odpudivej elektrostatickej sile AFj LAF,.Z tejto rovnosti dostaneme

Q =/1287%¢,yR>.
Pre hodnoty zo zadania vyjde Q = 1,31 x 107 C.
Za¢nime tym, ze najdeme, ako hlboko Kubo visi v rovnovaznej polohe. Ozna¢me si prehnutie lana

oproti vodorovnej polohe 7,. Nech « je odklon lana od vodorovnej polohy. Potom

o

D2 z.
V17 T 1o

sinag =

>Z rovnakého d6vodu aj plochozemci veria, ze Zem je plochd.
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Lano je napinané tahovou silou velkosti T' = Mg. Z rovnosti sil vo vertikalnom smere plati

2Mgsin oy = mg.

Po dosadeni vyrazu pre sin «y dostavame

o m

2 2M
VT
Pre neskorsie potreby si vyjadrime tato rovnicu aj v nasledovnych tvaroch
—_ mD .
T e m
D? MD

2 _
— T =

4 VAMZ —m?

Teraz nech # oznacuje aktudlne prehnutie lana v dynamickom pripade. Zavedme si kartézsku siradnicova
sustavu, ako je naznacené na obrazku. Predpokladajme, Ze dlZka nosného lana od zévazia po zavazie je L. V
takom pripade uz mozeme najst polohové vektory jednotlivych objektov. Polohovy vektor lavého zavazia je

pravého zavazia

a polohovy vektor Kuba
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Dalej najdeme vektory rychlosti jednotlivych objektov. Ozna¢me si rychlost Kuba vo vertikilnom smere 7.
Potom vertikalne rychlosti zavazi st z geometrie 7 sin «, a teda hladané vektory rychlosti sa

v = |0 —’27’7 ;
T
Vp = 0) ;;I;/I >
T+
v = (0;-77).

Teraz uz moézeme ndjst celkovi potencidlnu energiu sustavy

D2 L
U = Mgy, + Mgyr + mgy = 2Mg(\ / o /e 5) - mgy

a kineticku energiu sustavy

1 1 1 1 2Mn?
T==-Mvi + =Mvj + —mv* = = | T m 7.
2 2 2 2o p

4

Nas zaujimaju malé kmity Kuba okolo rovnovaznej polohy. Vyjadrime si preto prehnutie lana ako

n="y+1
kde # su malé vychylky oproti rovnovaznej polohe.
V pripade malych kmitov mozno vyraz pre potencidlnu energiu rozvinut do Taylorovho radu. Chceli by sme

dostat harmonické kmity, preto potrebujeme najst rozvoj do druhého radu.

Rozvitime funkciu
2

Fi) =\ o+ (104 )

2

okolo nuly. Na to potrebujeme poznat hodnoty funkcie f(#) a jej prvych dvoch derivécii v nule. Postupne

dostaneme
. D?
[l =\ * 1

df(i) _ Mo+ 1] _ My .
dA N 2 A\2 2 >
Tho B (mra) ], VE
S| D D
~2 3 3°
dny 71=0 4 DTZ + (110 + ﬁ)z =0 4 DTZ + 1
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Dostdvame teda

il + B2

D? n D?
\/ — + i+ LE— 7’ =
4 Mo > 2’7 > 23’7

~~

~

=

N
2

B MD mA+D2 4M? -m?
T Uik 2MTT 8T MDD
3
2
B D 1;74_ 4_(%) ~D
m\2 2M 8D
4- (%)
Nasledne
@)
D m 4- (4 L ( mD )
U N 2M +—A+ n2_ —m —_’_A —
£ 4_(m)2 2M11 8D d 2 g INAM? — m? g
M

2 2
— 8 oM mgr+ M [ () e
)2

e

3
1 m\* Mg m\* .
—MoD\[4-|—| —MgL+=8\/4-|— 2,
2P\ (M) &V (M)"

Vidime, ze vyraz pre potencialnu energiu obsahuje iba absolutny ¢len, ktory len postiva potencialne hladiny o
konstantnu hodnotu, takze pohyb nijako neovplyviuje a kvadraticky ¢len, ktory zodpoveda harmonickému
kmitaniu. VyuzZijic analdgiu s potencidlnou energiou pruzinky E,, = kx> mozeme hovorit o efektivnej
»tuhosti“ systému

3

2
k:]\ig 4_(ﬂ) .
2D M

Teraz sa pozrime na kineticku energiu. T4 ma tvar Ey, = juu?, takie mozno hovorit o efektivnej hmotnosti
systému v rovnovaznej polohe

2 Mn? 2
U= o +m=2M(ﬂ) +m=m(ﬂ+1).
2M

T 2M

Pre uhlovu frekvenciu oscilatora s tuhostou k a efektivnou hmotnostou u plati

k

w=1/—

4
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a po dosadeni prislusnych vyrazov pre k a y a po siahodlhych nevabnych tpravach dostaneme

0 =1/(2M)? - m? % _ Al4\/%.

Vyuzijic 2 = 4 sa tento vyraz zjednodusi na
16 /10
w=— —\/E
3 \/; D
2
o 2r_ 37 4 D
w 8 10V g

3V41

16

Potom peridda

apre D = 25 m dostdvame

T =

TUS.
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Vysledky

147 s

225

4R

6 cm
60 kg
10 cm

cot42°-cos45°-10 m? = 7,85 m?

5 L] b=l 5] lof [ [ L] I8 1]

[
(=]

Dvojprvkovd mnozina {54 km/h, 150 km/h}

4TIR3/2

3vGm

Vv +2¢H

[a—
[

[
N

[a—
W

60°

= 5 s

1
14| arcsin Z =14,48°

50 h

[a—
9]

241
37+ 8

[a—
(=)

rp = 4,327rp

7| 13

18 | Uznajte lubovolnii z odpovedi 03:14:54, 08:45:06, 15:14:54, 20:45:06.

[a—
@

19] (1-4-37")p =887 kg/m?

\/2ugL (1)

21| 3
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Vysledky 22. Fyzikdlni Ndboj, 2019 ST

90°/k,k € N

23 | Akceptujte riesenia v intervale 2,42 — 2,48 s.

421 + 601
24 + 28m + 7m?

[}
&

rp = 3,3306rp

N
)]

25 mm

26 | 0 N, nemusi pdsobit ziadnou silou.

3 2
4L+r(1—cosoc)

N
N

28| oa*
29| 16

30| 47 (2 - \/5) st, alebo (2 - \/5) priestoru.

31| Riesenim je jediny bod.

h

Vol — _ _ _ _ _
‘\’—k 1

32| I, (cos %)20 = Iy (cos 9°)*° = 0,78 I

)\t () ]

Ninkin, n2-krat

W
'

W
19}

2,44 m

278,785 K = 6,635 °C. Uznajte hodnoty lisiace sa o menej ako 0,5 K.

W
N

11

38] 1,-0,9° (cos )" = 1,-0,9° - (cos 18°)"° = 0,36 I,

W W
e lgl 18l g[8 2

1,31 x 107 C

3v/41

16

5

0 TS
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