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Feladatok

[ 1 ] Krisz a hangya egy téglatest csticsaban iil, mely oldalai a, b és ¢, ahol @ < b < c. A hangya szeretne
eljutni az A cstcsbdl B csticsba amilyen gyorsan csak lehet. Krisz sebessége v. Mennyi ideig fog tartani az
utja?

A

Andris egykerekiizni tanul. Az abra a pillanatnyi sebességét mutatja az id6 fiiggvényében. Hatarozza-
tok meg Andris atlagsebességét!
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Kristof és Adrian Krakkoba utaznak. Kristof egy olyan ut mellett all, ahol 50 aut6 halad a megfeleld
iranyba, ekozben Adridn egy masik helyen varakozik, ahol 25 auté halad percenként.

A Krakkoba vezet6 ut 100 percbe telik Kristofnak azutan, hogy sikeriilt egy autdt lestoppolnia, Adriannak
azonban csak 90 percbe. Statisztikailag, ki érkezik el6bb Krakkoba és mennyivel? A tapasztalatok alapjan
tudjak hogy atlagosan minden 200. auté vesz fel stopposokat.

[ 4 ] Joli nagyi talalt egy nagy bodon ismeretlen alkoholos italt a pincéjében. Ugy talalta, hogy a térfo-
gat 40 szazaléka alkohol, a maradék pedig viz. Hany tomegszazalékos az ital, ha a tomény etanol stirtisége
790 kg/m3?

Kerekitsd az eredményt tized tomegszdzalékra!

John Glasgowbol Edinburghbe utazik autéval. Egyenletesen gyorsit nyugalmi helyzetbdl egészen ad-
dig, mig eléri a maximalis megengedett sebességet, ezutan tartja ezt a sebességet és az utazas végén egyenle-
tesen lassit le, mig meg nem 4ll. A gyorsitas és a lassitas egyiittesen #; id6be telik. A visszauton sietnie kell,
de nem mehet gyorsabban a maximalis sebességnél, tehat az egyetlen dolog amit tehet, hogy kevesebb id6
alatt gyorsit fel és lassit le. A gyorsitas és lassitas a visszauton f, < t; id6t vesz igénybe. Mi volt a kiilonbség
az utazasi id6k kozott?

[ 6 | Egy kertilocsold r sugart favokajabol v sebességgel p stirtiségli vizet locsol felfelé. Mekkora a barmely
pillanatban a levegében 1év6 viz tomege? A locsol6é mindig is be volt kapcsolva.
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George idegesen fészkel6dik. Mar reménykedni sem mer. De OsszegyUjti minden batorsagat és oda-
megy az eladé asztaldhoz.

“Van tireges téglajuk?”-kérdezi.

Meglep6 mddon az eladé nem hivja azonnal a biztonsagiakat, ahogy azt altaldban tenni szoktak, hanem
mosolyogva valaszol.

“Természetesen! Milyen méretlit szeretne?”

George olyan tokéletesen iireges és teljesen iires téglat rendelhet maganak, amelynek harom oldalhossztsaga
rendre: k, 2k és 4k. A tégla anyaganak feliileti stirtisége 0,04 kg/m?. De George azt szerené, ha az elsé tireges
téglaja kilonleges lenne. Azt akarja, hogy lebegjen a leveg6ben, aminek a stirtisége 1,3 kg/m?. Mi legyen k
paraméter értéke, hogy teljesiiljon a kivansaga?

Az eredményt centiméterre kerekitve adjuk meg!

Egy forr6 nyari napon Arthur kitoltotte kedvenc szénsavas italat egy poharba. A folyadék tetején egy
hab réteg képz6dott. Ekkor azt figyelte meg, hogy a hab szintje u sebességgel csokkent, mig a folyadék szint
v sebességgel nétt. Mekkora volt a levegé térfogat aranya a habban?

[ 9| ANaboj Fizika terjeszkedhetne Azsiatol kezdve, Ausztralian at, akdr még az dcednokba is! Ehhez azon-
ban a szervezoknek sziikségiik lenne egy megfeleld jogarra. Talaljuk hat meg a hairomagu szigony tomeg-
kozéppontjanak koordinatait! A racson egy négyzet oldalanak hossza a.

Az eredmeényt irjuk dat tort alakra.

>
ANEEEEEEEEEEEEEEEEE>
>

[0,0]

Minas Tirith magas tornyaban tortént egy kisebbfajta felvond-baleset. A lift felvonokotelei elszakadtak
és a kabin 3 m magassagbdl lezuhant, benne egy szerencsétlen, bent rekedt hobbittal. Orém az {irémben,
hogy épp egy képzett alkalmazott fizikus hobbittal tortént az eset, aki tisztaban volt azzal, hogy az titkozés ra
gyakorolt hatasanak erejét képes tompitani egy jol idézitett ugrassal, pontosan a becsapodas el6tt. Normal
helyzetben hobbitunk 0,7 m magasra képes ugrani.

Milyen magassagbdl kellene leugrania a liften kiviil, hogy ugyanazt a becsapddasi sebességet érje el, mint
amekkoraval a lift zuhanasa és a sajat felugrasa utan végiil megérkezett a foldre? A hobbit az utolsd lehetséges
pillanatban ugrik, és a tdmege elhanyagolhaté a kabin tomegéhez képest.

Az eredményt cm-re kerekitve kérjiik megadni.

Katika egykeként maganyosnak érezte magat. Ezért eldontétte, hogy kamatoztatni fogja szobrasz te-
hetségét és egy ikret farag maganak. Azonban rengeteg beletett és atoldogott éjszaka minden munkajanak
ellenére az eredmény nem lett megkiilonboztethetd egy hengertdl, melynek sugara 0,3 m, magassaga 1,8 m
és slirtisége pedig 200 kg/m? lett. Ugy dontott elviszi a mindenkit megszégyenitéen gydnyord miivét az
uszoddba megmutatni a bardtndinek.
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A medencében elGszor beletette a hengert, melyet szépen lassan belenyomott a vizbe egészen addig, hogy
annak teteje nem latszott ki. Ezutan elengedte a szobrot, mely a felhajtderének koszonhetéen “felugrott” a
vizben. Mi volt a maximalis magassaga a vizszinthez képest a henger legfelsébb pontjanak az ugras soran?

Tegyiik fel, hogy a henger fiiggbleges dllapotban marad az ugrds alatt és hanyagoljuk el a viz dramldsat és feliileti
fesziiltségét.

Egy L hosszu, 2m tomegli rud egyik vége egy asztalhoz van rogzitve, Ggy, hogy a vizszintes tengely
koriil szabadon tudjon forogni. A rud masik végéhez egy tomeg nélkiili kotél van erdsitve, amely szabadon
16g az asztal szélén tul. A kotél 16go6 végére egy m tomeg ellensuly van rogzitve. A tavolsag az asztal széle
és a a rudat az asztalhoz rogzit6 csukl6 kozott szintén L. Mekkora a rad és az asztal altal bezart szog, ha a
rendszer instabil egyenstlyi helyzetben van?

Egy elektromos aramkorben R ellenallasu ellendllasok, C kapacitasu kondenzatorok, L induktivitasu
tekercsek és egy idealisnak tekintheté daramerdsség mérd van. A vezetékek is idedlisnak tekinthet6ek. Az
aramkort U fesziiltségu fesziiltségforrasra kotottiik. Mit mutat ekkor az dramerdsség mér6?

Tomi ugy dontott, hogy egy tetével szeretné beboritani a fedetlen nydri hazat. Tervei szerint egy egyenld
szaru derékszogli haromszog alaku feddlapot szeretne rakni a nyari lak két merdleges falanak tetejére. Az atlo
mentén, ahogyan az dbra is mutatja, a lehet6 legbeljebb helyezné a tet6t, hogy az a lehet6 legjobban fedje a
hazat. A tet6 mekkora hanyada fedi igy a nyari lak belsejét?

4
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Jozsef, a felfedezd elveszett a sivatagban. Az egyetlen eszkoz, amit magaval vitt, egy iivegbdl késziilt
téglatest, négyzet alaku alaplappal, melynek alapélei 10 cm-esek, magassaga 20 cm és torésmutatoja 1,5. Jozsef
szamara ismeretlen okokbol a téglatest fedlapja feketére volt festve.

Néhany nap végtelen bolyongas utan Jozsef észrevette, hogy a festett fedlap dltal vetett arnyék sokkal kisebb,
mint maga a lap. Mekkora lehet a Nap legnagyobb magassaga az égen, hogy a fedlapnak semmilyen arnyéka
ne legyen?

Szenilla, a hal lassan uszkal a tenger felszinéhez képest 1 km mélyen és szokasahoz hiven az élet értel-
mérdl meditdl. Ebben a mélységben a viz hémérséklete 4 °C. Szenilla 2 cm sugaru légbuborékot bocsat ki,
mely rogton elkezd emelkedni a felszin felé.

Mi lesz a sugara a buboréknak éppen a felszin elérése eldtt, ahol a viz hdmérséklete 18 °C?

Tételezziik fel, hogy a tengerviz dsszenyomhatatlan és hogy a buborékban a kapillaris nyomas a teljes nyo-
mashoz képest elhanyagolhatd. Tovabba tegyiik fel azt is, hogy a leveg6 a buborékon beliil azonnal felveszi a
kornyezetének homérsékletét.

Az eredményt mm pontossdggal add meg.

Philip ugy dontott, kiprébalja az extrém sportokat. Mult télen a siugrast vélasztotta. A sfugré sanc
vazlatos rajza lathatd az alabbi abran. A sanc egy 50 m hosszu lejt6vel indul, melynek meredeksége 43°,
majd ez folytonosan atmegy egy koriv szakaszba, melynek ivhossza 50 m. A lejtd, ahonnan végiil elrugasz-
kodik a vizszintes tengellyel 13°-os szoget zar be. Mekkora volt a Philipet ér6 maximalis nehézségi gyorsulas,
mikdzben a sancon haladt lefelé?

Az egy testre haté nehézségi gyorsuldst a test szabadeséshez viszonyitott gyorsuldsaként definidljuk.

50m

15N

Adém szereti a kotélugrast (bungee jumping). Mikor a gyomra iires, Addm pontosan M témeg, ekkor
az oszcillacidjanak periddusideje T.

Mennyi palacsintat kell megennie ahhoz, hogy masfélszeresére novelje periddusidejét, ha egy palacsinta
tomege m?

Kati idén Egyiptomban nyaralt. Hazatérése utdn 8 teljesen megegyezd, & egységnyi hossziségra juté
ellenallassal rendelkezd, L hossza drét segitségével dsszeforrasztott egy piramist, ami az alabbi képen lathato.

Mi az A-B és A-C csucsparok kozotti ellenallasok aranya?
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Martin tehetséges diakként szamos csillagdszati versenyen vesz részt. Utazasai alatt bejarta a fél vilagot.
Az egyik ilyen versenyen éppen az egyenlitdn volt, amikor észrevette, hogy egy fényes mesterséges objektum
suhan el a feje felett az égbolton. Stopperével lemérte, hogy a nyugati horizonttdl a keleti horizontig 8 percre
volt sziiksége az objektumnak, hogy az égboltot bejarja.

Milyen magasan volt az objektum, ha feltessziik, hogy korpalyan kering? (A Fold forgasa nagyon fontos!!)
Megjegyzés: a problémanak nincs analitikus megoldasa. Olyan megoldasokat fogadunk el, melyek kevesebb,

mint 1 km-vel térnek a tényleges eredménytél.

Egy idedlis gaz kezdeti nyomasa p,, térfogata V,, és hdmérséklete T;. Egy korfolyamatot végziink a
gazzal, melyet mellékelt p — V diagram szemlélet. Rajzoljuk tjra, de VT diagrammként!

Megjegyzés: a gz mennyisége nem valtozott a folyamat alatt. Ne felejtsiik el az 6sszes fontosabb mennyiséget
jelolni a diagrammon.

p
2 . 3
2p0.. ;
1
p()" .- 4
v, 4, Vv

Egy izotrop elektronforrast egy végtelen sikkondenzator alsé fegyverzetére helyeztiink. Az elektrédak
kozti tavolsag 1 m, és az elektromos térerésség 1 pV/m. Az elektronok a forrast minden iranyban 1 km/s-os
sebességgel hagyjak el. Mekkora a fegyverzeteknek azon sszfeliilete, amelyet az elektronok el tudnak talalni?

Az eredményt kerekitsd m>-re!

1uV/m 1km/s Im

XN

Karolina befejezte a f6zést! Megforitva az asztalra helyez egy félgomb alaku, R sugart iireges edényt, és
egy lyukat fur az edény kozepébe. Ezt kdveten p stiriiségli vizet kezd el dnteni az edénybe a lyukon keresztiil.
Miel6tt teljesen megtelne és kicsordulna a viz a tetején, az edény megemelkedik és az aljan keletkezett résen
a viz kifolyik. Mekkora az edény lehetséges maximalis tomege?

[N

Egy m tomeg( sajtot helyeziink egy iires, henger alakd horddba, melynek témege M. A surlodasi egy-
titthat6 a sajt és a hordé anyaga kozott y. A horddt egy a meredekségii hegy oldalan helyezziik el.

https://physics.naboj.org/ 6 info-hu@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-hu@physics.naboj.org

Edngs 21. Néboj Fizika, 2018 Feladatok

Mi az a maximum «, mely mellett a hordé nyugalomban marad?

Tételezziik fel, hogy a surlodasi egyiitthatd a hegy és a hordd kozott elég nagy ahhoz, hogy ne cstisszon meg
vagy le.

M

Egy e relativ permittivitasu dielektrikumot helyeztiink két azonos kondenzator fegyverzetei kozé. Az
elsé esetben a kondenzator felsé felébe, a masodik esetben a jobb oldali felébe helyeztiink a dielektrikumbdl.
Mekkora a két kondenzator kapacitasainak aranya? (az els6 aranya a masodikhoz)

Kinga, Nandor és Janos megmasztak a Tarnica csucsat. Annak érdekében, hogy Janos legalabb egy kis
iddre elhalgasson, Kinga kitalalt egy jatékot, melyben egy anemométert, vagyis a szél sebességének mérésére
hasznalhatd eszkozt kell eljatszaniuk. Egy 90 m oldalt négyzet 3 csticsaban helyezkedtek el ugy, hogy Kinga
és Nandor szemkozti csicsokban alltak. El6szor Kinga és Nandor kidltottak, ekkor Janos figyelt és megmérte,
mennyi id6 kellett a hangnak, hogy elérje 6t. Kinga kidltasdnak 255 ms, és Nandor kidltdsanak 285 ms kellett,
hogy Janoshoz érjen.

Sajnos Kinga tervének volt egy hatranya. Ahhoz, hogy a szélméré jol miikodjon, ezutan Janosnak kellett
kialtania és nekik figyelniiik. Janostol Kingaig 304 ms, Janostol Nandorig pedig 272 ms kellett a hangnak,
hogy odaérjen. Mi volt a szélsebesség a Tarnica csticsan? Feltételezziik, hogy a hangsebesség nem ismert.

A vdlaszt tized m/s pontossdggal adjdtok meg.
A kocka alaku ellenallas halézatok nem érdekesek tobbé. Egy ilyen helyett, Marci inkabb tugy dontott,
hogy magneses mez6k magnitudojat méri meg. Amikor az dram csak a kocka egyik oldala koriil aramlott,

B;-nek mérte az intenzitasat a magneses mezének. Aztan Marci egy Uj alakzatd vezet6t vizsgalt ugyanazon
kockara hajlitva. Hanyszor nagyobb a magneses mezeje a masodik alakzatnak, mint az elsének?

1] 1l

B] BZ

Nusi vett egy karton tejet. A négyzetalapu karton alapjanak hossza 1 dm és a magassaga 3 dm. Meg
szeretné inni a tej egy részét majd rahelyezni egy 30°-os leejtére. Mi az a maximalis térfogat dm3-ben a tejb6l
amit a kartonban hagyhat anélkiil, hogy az felborulna?
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Egy bolygé lassan kering a csillaga koriil egy korpéalyan. Azonban a nyugodt kérnyezete mar nem a régi:
allandodan bosszanto aszteroidak ropkodnek koriildtte, a csillaga tul fényesen vilagit és a kozeli civilizacio
egyre tobb és tobb zenél autot 16 ki az tirbe. Nem csoda, hogy a bolygénak betelt a pohar és széthasad két
részre. Mindkét darab az eredeti palya sikjaban mozog, de most mar parabolikus palyan vannak, melyek
perihéliuma (napkozeli pontja) az eredeti bolygd helyzete a hasadas pillanatdban. Mi a tomegeik aranya
(konnyebb a nehezebbhez)?

Szméagol szabadidejében régi elektronikus berendezésekkel jatszott a f6ldalatti tavanak szélén. Elovet-
te kedvenc aranybol késziilt, R sugaru és A egységnyi hosszusagra juto ellenallassal rendelkezé gytirijét és U
tesziiltséget kapcsolt ra. A gytrire kotott vezetékek kapcsolodasi pontjai a gytirti korivén ¢ szoget zartak be
egymassal a kor kozéppontjabdl tekintve. Ezt kovetden megmeérte a magneses indukcidt a gytiri kozéppont-
jaban. Mekkora a mez6 értéke?

U

Mike egy matematikai ingaval jatszott. Az ingat két parhuzamos lemez kozé helyezte, hogy a mozgasat
egy sikra korldtozza. Ezt kovetden az ingabdl és a lemezekbdl all6 rendszert allando szogsebességgel forgatni
kezdte a fiiggbleges tengely koriil. Az inga ennek kovetkeztében beallt az egyensulyi helyzetébe, a fiiggéleges
tengellyel ¢, > 0 szdget bezarva. Ezt kdvetéen Mike az inga végén 1évo sulyt kissé megpdccintette, amely
igy az egyensulyi helyzet koril oszcillalni kezdett. Talaljatok meg az inga fliggéleges tengely koriili forgasi
periodusidejének és a kis oszcillacidk periddusidejének aranyat!

Palacsintdria egy végtelen, lapos korong alaku (elképzelt) vilag. Folotte egy gombszerti Nap kering
h = 500 km-es magassagban, melynek sugara Ry = 10 km és a hdmérséklete T, = 5777 K. Valahol Palacsin-
tarian kialakult egy lakhat6 zdna, ahol az egyensulyi hdmérséklet 0 °C és 30 °C kozott van. Mekkora ennek
a zonanak a teriilete?

Mind Palacsintdria, mind a Nap abszolut fekete testek. Palacsintdria nem vezeti a hét, és csak felfelé sugdroz. A
Nap latészioge elhanyagolhato a feliiletrél. Csak azon megolddsok lesznek elfogadva, amelyek az egzakt értéktol
10000 km?-nél nem tobbel térnek el.

Egy tirhajos egy M tomeg, R sugaru aszteroidan all. Par d6ra utan rajon, hogy egy aszteroida felszine
nem a legizgalmasabb hely. Nincs WiFi és mivel Girruhdban van, a kormét sem tudja ragni. Hogy elszorakoz-
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tassa magat, elkezd ugralni. A felszinhez képest 45° fokkal ugrik el, és egy rovid id6 utan akkora tavolsagban
ér le, ami a keriilet negyede. Mennyi ideig tartott a repiilése?

Az aszteroida sokkal nehezebb, mint az tirhajos.

A szerencsétlen sofért, Andrast megallitotta egy rend6r mert atment a piroson. Andras megprobalta
elhitetni a renddrrel, hogy a piros lampa neki z6ldnek tlint. Segitsiink tisztan latni a rend6érnek! Milyen gy-
orsan kellett volna mennie a soférnek ahhoz, hogy a 660 nm hullamhosszu piros fényt 550 nm hullimhosszu
z0ld fénynek lassa?

A vilaszt a fényebesség hdanyaddaban add meg!

Levelibéka Kati és Varangy Misi egy kotél két végén 16gnak le egy emeldcsigarol. Mindketten egyenld
H tavolsagra vannak a csigatdl. Misi kétszer olyan nehéz mint Kati. annak érdekében, hogy egyensulyban
tartsuk a rendszert, egy ellensulyt akasztunk Kati oldalan a kotél végére. Amikor Misi a tobbszords figy-
elmeztés ellenére sem hagyja abba a brekegést, Kati a kotélhez képest v sebességel elkezd folfelé maszni a
kotélen. Melyik béka éri el hamarabb a csigat, illetve ekkor milyen tavol lesz a masik kétélta?

Saymon, a rapper eléggé megszedte magat, és vett egy luxuskabridt R sugaru, tokéletesen tiikrozé kro-
macél felnikkel. Amikor bevilagit egy 1ézerrel a kerékbe az annak tengelyére merdleges sikban, a nyalab a
belso feliileten pattog korbe a végtelenségig. Mekkora a szakitoerd, ami hat a keréken, ha Saymon lézere P
teljesitményd, a lézer t idén keresztiil vilagitott, illetve a sz6g a nyalab és a kerék felszinének érint6je kozt o
volt?

Sdmuel egy orbitalis méretti hagymadval lepte meg magat. Azonban sajnos egy hosszu éjszaka utdn kint
felejtette az erkélyén és a hagyma egy része kiszaradt. A maradék hagymanak gomb alakja van, melynek
sugara R, benne pedig egy gombszimmetrikus iireg van, 3R sugdrral. Az iiregen beliil egy ujabb gombszim-

metrikus héj van (%)2 R sugarral. A héjon beliil ismét egy iireg talalhaté (%R)3 sugarral. Az iiregben ismét
egy gombjéj van, melyen beliil egy tjabb iireg és igy tovabb... Mi a hagymank tehetetlenségi nyomatéka az
abran lathat6 forgastengely koriil, ha annak tomege M?
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Egy elektromos aramkorben R ellenallasu ellendllasok, C kapacitasu kondenzatorok, L induktivitasu
tekercsek és egy idedlisnak tekinthetd aramerdsség mérd van. A vezetékek is idealisnak tekinthetéek. Ebben
az esetben az dramkor egy AC-generatorhoz (AC = Alternating Current = Véltakozé dram) van csatlakoz-
tatva, aminek maximalis fesziiltsége U és korfrekvencidja w. Mekkora az dramerdsség mérén megjelend jel
maximuma?

—

Y Y\

B
L
(|
[

()
8
U

Jonas egy hepehupas uton haladt a lovas kocsijaval. Egyik kereke, melynek sugara r, egy 5r sugaru
godorben megakadt. Mikozben megprébalta kihuzni a kocsit a godorbdl, a kerék letorott a tengelyérdl és
egy r/2 sugaru lyukat eredményezett a kerék anyagaban, mint ahogy ez a képen lathatd.

Jonas figyelmét felkeltette a még oda-vissza gurulé torott kerék mozgasa a godorben. Mi a periodusideje a
kerék kis oszcillacidinak?

Gyuri hadaszati mérnok. A kovetkezo kiildetése, hogy leromboljon egy varat. Egy svéd butoraruhazba
tett latogatdsa sordn, mely druhdzat nem nevezziik nevén, egy csoddlatos KOHAJITO-re sikeriilt szert ten-
nie. Ez nem mads, mint egy tomegtelen, L hosszusagu rud, M tomeg ellensullyal és m tomegt l6vedékkel
felszerelve, valamint egy tengely, amely koriil a rad forogni tud.

Am Gyurinak adédott egy kis probléméja: a kéhajité darabokban érkezett meg hozza, és ossze kellene 4lli-
tania. Milyen messze kell helyeznie atengelytdl az ellensulyt, hogy annak elengedésekor a 16vedék egyenes
gyorsulasa a lehet6 legnagyobb legyen?
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Megoldasok

[ 1] Annyit kell tenniink, hogy felrajzoljuk a téglatest haléjat. A legrovidebb ut a halén a legrovidebb ut A
és B pont kozott is. Azonban tobb lehetséges titvonal is van, mivel tobb lehetséges halé van. A Pitagorasz-
tételbol a legrovidebb utvonal vagy

si=\/(a+b)*+&vagy s,=\/(b+c)+a> ,vagy s;=1\/(c+a)’ +b2

Az a < b < cfeltétel miatt az a legrévidebb ut az, amelyikben benne van annak a téglalapnak az atloja, amelyik
legjobban hasonlit egy négyzethez. A mi esetiinkben ez s;, igy a végs6 id6, hogy B-t elérjiik

\/(a+b)2+c2.

14

t=

Az atlagsebesség a teljes megtett Ut és a teljes id6 hanyadosaként szamolhato ki. A teljes id6 leolvashato
a grafikonrdl. A teljes megtett Gt a grafikon alatti teriiletbdl szamithato ki, a kovetkezé mddon:

12-10 (15-5)-4 (18-10)-6 , 73 .
$=— + +5-4+10-4+ —————+10-6+18-4+ 3_T +15-3 = 342,931.
Ezt behelyettesitve:
s 342931 m
=-=—"——=10,39m/s.
t 33s

El6szor is meg kell vizsgalnunk, hogy mennyi ideig varnak atlagosan arra a fitk, hogy felvegyék ket.
ezt koveten hozz4 kell adnunk, hogy mennyi id6be telik szimukra a Krakkdba vezet tt. Atlagban, minden
200. autds vesz fel stopposokat, szoval az 4tlagos id6, amit a fitik vérakozassal toltenek, 22, ahol k az autok
percenkénti gyakorisaga.

Arra a megolddsra jutunk, hogy Kristof 22 + 100 = 104 perc alatt érkezik Krakkoba, mig Adrian 22 +90 = 98

perc alatt. Tehat Adrian atlagban 6 perccel ér korabban oda, mint Kristof.

[ 4 | Elészor is végig kell gondolnunk, hogy mit jelent a “térfogatszazalék”. Esetiinkben ez az etanol térfoga-
tanak és a teljes térfogatnak az aranya. A térfogatszazalékot at tudjuk valtani tomegszazalékra, ha ismerjiik
az etanol, illetve a teljes ital siriiségét. A o tomegszazalék kifejezhetd:

Vetpet _ Mt

Vitalp ital  Mital

Az etanol siiriisége meg van adva, mig az ital stirtiségét ki tudjuk szamolni. Az ital vizbl és etanolbol all, és
a slirtiségre:

pital = O’4petanol + 0’6pv1’z’

Pra = 0:4 - 790 kg/m? + 0,6 - 1000 kg/m’,

Pia = 916 kg/m’.
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Ezt a tomegszazalékra vonatkozé egyenletbe behelyettesitve:

0= & = 0’4 pet ,
Vital Pigal Pital
790 k 3
o 0 720 keim®
916 kg/m’

0= 0,345 = 34,5 %.
Az ital megkozelitdleg 34,5 tomegszazaléknyi alkoholt tartalmaz.

Ahhoz, hogy kiszdmitsuk a teljes tévolsagot, ki kell szimolnunk a v(t) grafikonon a gorbe alatti tertile-
tet. A feladat szovege alapjan a gorbe trapéz alaku. A trapéz teriilete pedig:

‘e v(a+c)
2

b

ahol a és c a trapéz alapjai és v a trapéz magassaga.

Tudjuk, hogy a teljes tavolsag mindkét esetben ugyanannyi, tehat a trapézok teriilete megegyezik.

(2T1 - tl) v _ (2T2 - tz) v
2 - 2

b

ahol T az odautazas teljes ideje T, a visszaut teljes ideje és v a maximalis sebesség, ami, ahogy latjuk kiesik.
Az utazasi idok kozti kiilonbség igy:

-t
TI—TZZ 12 2.

[ 6 | Tudjuk, hogy a viz v sebességgel hagyja el a locsolofejet. A viz minden elemi tartoményat ezutén a
gravitacio lassitja. A vonatkozo kinematikai egyenletb6l megkaphatjuk, a foldre valé visszahullas idejét.

1
0 =vt— —gt.
1% 2g

A teljes levegdben valé tartézkodas ideje:
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Most mar csak ki kell szamolnunk, mennyi viz hagyja el a locsoldfejet ennyi id6 alatt. A tomegaramra vo-
natkozo egyenlet szerint Q,, = r?vp, ebbdl konnyen megkaphatjuk a levegében 1év6 viz végs6 tomegét:

_2nr*vip
P

Arkhimédész torvényének kovetkeztében az iireges téglankra két erd hat a levegében: a gravitacios er6
és a felhajtéer6. Ahhoz, hogy lebegjen a tégla az kell, hogy ennek a kettének a nagysaga megegyezzen, igy:

p,Vg=mg,

ahol p  alevegd stirtisége. A tégla térfogata: V = k- 2k - 4k = 8k°.

A tégla tomegét ekkor ugy szamolhatjuk, hogy a felszinét megszorozzuk a felszini stiriiséggel, igy:

m=o0-2(k- 2k +k-4k + 2k - 4k) = 28k*0.

Ha az els6 egyenletbe beirjuk a tomeget és térfogatot, akkor ezt kapjuk:

70
k=—=10,77cm =11 cm.

2p,

Tegytik fel, hogy a hab réteg elt(inik # idével. A poharban a folyadék szintje vt értékkel névekszik, mig a
ut az a magassag, amennyit a hab nélkiil veszitett az eredetileg habos ital. Tehat az eredeti hab réteg vastagsaga
(u+v) /t volt. Vagyis a levegé ardnya a habban -

[ 9 | Egybonyolult test tomegkozéppontjat igy tudjuk meghatérozni, hogy felbontjuk egyszer(ibb alakokra,
Osszegezziik ezen egyszer(ibb alakok koordinatainak és tomegeiknek a szorzatat, majd az eredményt elosztjuk
a teljes tomeggel:

Xy X + MK . X,

X >
m;+m,+msz+..+m,

_ miy, + myy, + msys + ...+ MuYn
m;+m,+mz+..+m,

Y

Kezdjiik az x koordinataval: Kihaszndlva a tényt, hogy egy haromszog tomegkozéppontja a magassagvona-
lanak els6 harmadolo pontjaba esik, felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:

3
16m +3m+9m + 3im 177

B 16m-10a+2m-17,5a+2-%-”*gﬂa+3-3m-l9,5a+3-%-wa 2521

a=14,242a.

Az y koordinata esetén joval konnyebb dolgunk van, hiszen a teljes szigony titkorszimmetrikus. Ezt kihasz-
nalva a keresett koordinata, trividlis médon:

Y =6,5a.

Szegény hobbit. A tulélés reményével ugrott fel, de igaza volt? A f6ldrél felugorva h magassagot képes
elérni, ehhez az izmai altal biztositott effektiv energia mgh. Mivel a lift kabin sokkal nehezebb volt, mint a
hobbit, a kabin altal atvett energia elhanyagolhatd, mintha csak a Fold felszinén ugrott volna.
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A hobbit becsapddasi sebessége ezért megegyezik a lift sebességének, illetve a hobbit ugrasi sebességének
kiilonbségével. Kinematikus egyenletekbdl ezért:

Vbecsapodas = Viift — Vugras = \/ ZgH_ V Zgh = \/Zg(\/ﬁ— \/ﬁ) >

ahol H a magassag, ahonnan a lift elkezdett zuhanni. Ki kell még szamolnunk a megfelel6 szabadesési ma-

gassagot. Allandé gyorsuldsti mozgds esetén a teljes megtett Gt s = 5g- v helyett most irjunk vhecsapsdis-ts
ekkor:
vl 2 2
=3 = o (Va(VE-VB)) - (Vi - V)’

Végiil behelyettesitve a megadott h = 0,7 m és H = 3 m-t, lathatjuk, hogy a hobbitnak valéban igaza volt; a
becsapodasi sebessége igy minddssze annyi volt, mintha 0,8 m-r6l esett volna le.

A példat ugy oldhatjuk meg, hogy 6sszehasonlitjuk az ugras el6tti és utani energiajat a szobornak.
Legyen a henger magassaga h, stirlisége p, és térfogata pedig V. Tuzziik ki viszonyitdsi magassagnak azt, ami
vizfelszin alatt van h/2-vel.

A henger tomegkdzéppontja a geometriai kdzéppontjaban talalhatd. Amikor a henger kiemelkedik a vizbdl,
akkor a vizfelszin alatti helyét viz fogja kitolteni. Potencialis energiaja csokken fog, mégpedig a kovetkezd
mértékben:

h
E, = pngE.

A végallapotban csak a hengernek lesz nem 0 helyzeti energiaja. Jeloljiik a referencia magassagtol vett ma-
gassagkiilonbségét a henger kozéppontjanak x-el, Ennek értéke:

E; = Vgxp,.
Az energiakat 6sszehasonlitva az x értéke

h
pngg =Vgxp, = x= P _ 4,5 m,

) 2p,

, mely éppen annyinak adédik, mint a henger tetejének tavolsaga a viz felszinét6l.

Azt szeretnénk, hogy a rendszer stacionarius legyen. Egyensulyi helyzetben az erék és forgatonyo-
matékok Osszege minden iranyban nulla. Az erék ereddje konnyen adodik, ha felvessziik az egyes erdket
(az ellenerdk az abran nincsenek abrazolva). Nyilvanvald, hogy a rudat a forgatdnyomaték tudja mozgas-
ba hozni. Ebbdl kifolyolag a lényeges feltétel az, hogy a rudon haté forgatonyomatok ereddje nulla legyen.
Szamitsuk ki a forgatonyomatékokat az O pont koriil, ami koriil az ellener6knek nincs nyomatékal
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Ahogy az ébrén lthato, a rud Fg; sulyahoz tartozo er8kar £ cos a, a terheld témeg Fg, stlydhoz tartozd erékar
pedig Lsin f3.

Hogy a rendszer egyensulyban maradjon, a forgatényomatékokra a kovetkezd egyenléségeknek kell teljesiil-
nie:
T1 = T2

L .
2mg cos as = mgL sin 3,

sin 3 = cosa.

A megadott hosszakbdl tudjuk, hogy a tomeg nélkiili kotél és a rid egyenld szaru haromszoget alkot. Mivel
a haromszog belso szogeinek osszege 180°,

2B + (180° - ) = 180°,
2B=a
Az O pont koriili forgatonyomatékokra vonatkozd egyenlet tehat

.
sin — = cosa.
2

Ebbdl akar lathaté is a megoldas, de természetesen korrektiil végig is szamolhatjuk. A félszogekre vonatkozo
sin § = /=52¢ formult hasznéljuk fel. Néhany lépéssel késébb az egyenlet

1 1

cos’a+=cosa—==0,
ami cos a-ban négyzetes. Az egyenlet megoldasa
1 3
cosa=——+—.
4 4

Minket ebbdl a pozitiv megoldas érdekel, mivel a megoldast a (0; %’) intervallumban vérjuk. Igy tehat a
keresett szog

1
o = arccos 5 = 60°.

Az drammérén atfolyé dramot konnyen lehet szamolni. Mivel az dramerdsség mérét az aramkor £6
agaba, a DC-generator (DC=Direct Current=egyenaram) mellé csatlakoztattuk elég az aramkor teljes elle-
nallasat kiszamolni. Ez el6szor bonyolultnak tlinhet de mivel ez csupan egy egyenaramra koétott aramkor a
feladat nagyban leegyszertisodik.

Egyenaramu esetben a kondenzatorok idealis szigetel6kként viselkednek - vagyis nem folyik rajtuk aram.
Ezzel ellentétben a tekercsek idealis vezetokként viselkednek, vagyis az ellenallasuk nulla. Ezért az egész
aramkor ekvivalens egy, 3 parhuzamosan kapcsolt, R ellenallasu ellenallast tartalmazé aramkorrel, amiben
DC-generdtor és idedlis dramer8sség méré is szerepel. Igy a teljes ellendllds £ és az dramerdsség mérdrél
leolvashat6 aramerdsség:
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A tet6re mind a silya, mind a normalis iranyu kényszererd hat. A stabilitast az biztositja, hogy a for-
gatonyomatékok Osszege nulla. A forgastengelyt a tetd fix pontjainak helyzete hatarozza meg. A maximalis
benyulas ugy érhetd el, hogy a tomegkozéppont pontosan a forgastengely f61é essen.

A feladat tovabbi részében a teljes lefedett teriilet kiszamoldsa a cél. A legegyszerlibb megkozelitas, ha ki-
vonjuk azon két kisebb haromszog feliiletét a tetd teljes feliiletébdl (S; = “72, ahol a a befogo hossza) amelyek
a tetd falakkal valo atfedésébol jonnek létre. Némi geometriai okoskodasbdl lathatjuk, hogy a két kicsi ha-
romszog derékszogii és egyenld szard, csakugy mint a nagyobbik. Ezutan kihasznaljuk, hogy egy derékszogti
haromszog stlyvonala megegyezik a magassagvonalaval és az atfogoval szemkozti szog felezéjével. A suly-
pont a stlyvonal harmadanal van, az atfogéhoz kozelebb. Ez azt jelenti, hogy mindegyik kis haromszog
oldalhossza egy harmada a nagy haromszog oldalanak.

Tehat a tet6 kis haromszogek nélkiili feliilete a kovetkezéképpen szamithato:

52“_2_2.(1)2.“_2:1{12.
2 3/ 2718

A nyaraldt fedd része a tetének:

Ez a helyzet valdjaban csak egyetlen esetben valdsulhat meg: ha mind a nyalab beesési szoge, mint
a fénytorés szoge aw. Rovidithetjik ugyan az arnyékot a prizma hasznalataval, de nem fog teljesen elt{inni,
hacsak nem terjed a nyaldb vizszintesen, 0°-os szogben. Ekkor a talajt semmi nem vilagitja meg, és a fedlap
se tud drnyékot vetni a talajon.
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Egy atlagos légbuborékban 1év6 levegot idealis gazként kezelhetiink, igy az egyetemes gaztorvényt ir-
hatjuk fel ra:

pV = NkT.
A mi esetiinkben k és N végig konstans, igy az egyenlet 1%/ = const. alakra egyszertisodik. Emiatt 6ssze tudjuk

hasonlitani a buborék kezdeti és felszin kozeli allapotat egymassal:

Vi _ p2Va
T, T,

T, és T, adottak, V; kiszamolhaté az r, sugarbol: V; = %mﬁ. r, igy a kovetkezéképpen fejezhetd ki:

Ty, = ¥ p—szl"l.
V T1p2

Most mar csak p; és p, nyomdsokat kell meghatdroznunk. A tenger felszinén p, = pym. A hidrosztatikus
nyomads miatt p; nyomasnak p; = hpg + p.m kell lennie. Ekkor:

1y = \ E 1+th 1.
Tl patm

A paraméterek behelyettesités utan megkapjuk a végeredményt:

7, = 9,5 cm.

Vegyiik észre, hogy elhanyagoltuk a feliileti fesziiltséget. Ezt azért tehettiik meg, mert az ezaltal megjelend
nyomas 0t nagysagrenddel kisebb a kiilsé6 nyomashoz képest.

El6szor is: miért érné Philipet a szabadesésnél nagyobb nehézségi gyorsulas, mikézben szabadon halad
lefelé a lejton? Egy rovid otletelés utdn rajohetiink, hogy a mozgas utolsé szakaszaban egy koériven mozog,
tehat F, centrifugalis er6 hat ra. A centrifugalis gyorsulds nagysaga: a. = "g, ahol R a sanc végének a gorbiileti
sugara.
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30°

13°

13°)

Vessiink egy pillantast a sanc geometriajara!l A sanc legmagasabb és legalacsonyabb pontja kozti fiigg6leges
tavolsag h. Ez a tavolsag két tagbdl tevédik ossze: a d = 50 m hosszu lejté magassagabol, illetve az ivelt
szakasznal mérheté magassagvaltozasbdl, amely:

h =dsin43° + x.

Egy kis trigonometriaval arra jutunk, hogy

x =R (cos13° - cos43°).

Azt is tudjuk tovabba, hogy az I = 50 m hosszu koriven, a meredekség 30°-kal valtozik. Ezt felhsznalva,
kiszamolhatjuk a sanc gorbiileti sugarat:

_d

R

Az energiamegmaradas torvényét felhasznalva kiszamolhatjuk Philip sebességét az elrugaszkodas pillanata-
ban. Tudjuk, hogy 3v? = gh. Ekkor a centrifugalis gyorsuldsra érvényes osszeffiiggés:

a_v2_2h
‘"R R

A sanc geometriajat kihasznalva az alabbi kefejezésre jutunk:

2 d
ac= [dsin43° + R (cos 13° — cos43°) | g = [% sin43° + 2 (cos 13° — cos 43°) | g.

Ne felejtsiik el azonban, hogy Philip a Fold gravitacios mezdéjében van. Ez azt jelenti, hogy a stlya is hozzajarul
a teljes nehézségi gyorsulashoz, pontosabban annak normalkomponense: Fg, = F; cos 13°. A Philip-re hato
teljes nehézségi gyorsuldsra az aldbbi osszefliggést kapjuk:
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d
a=ag+gcosl3°® = (% sin43° + 3 cos 13° - 2cos43°)gi 2,17g.

Egy elasztikus kotél, melyet altalaban kotélugrashoz (bungee jumping) hasznalnak rugoként visel-
kedik, ezért Adam mozgasa megfelel egy harménikus oszcillitornak. Egy ilyen oszcilldtor pediédusideje

T = 2m\/%, ahol k a kotélre jellemz6 dllando.
| M
IH =2n -i?.

N palacsinta megevése utan Addm periédusideje a kovetkezéképpen valtozik:

/| M + Ni
]E =2m ———jii—ﬁz.

A feladatleirsbol tudjuk, hogy az 0j periddusidejének 2T, = T, kéne, hogy legyen, azaz:

3 M M+ Nm
“om /) — =2m [ ——,
2Nk TN Tk

5M
4Am’

Mikor Addm éhes, a periodusideje:

Atrendezve a keresett érték:

N

A feladat egyértelmi: ki kell szamoljuk a két-két cstics kozotti ellendllasokat.

El6szor az A és B cstcsok kozotti ellenallast szamoljuk ki. Az ellenallas nem fog megvaltozni ha a piramis
tels6 csuicsat egy idealis vezetdre cseréljiik, amely az A és B csticsokat koti 0ssze a masik kettével. Ez az idealis
vezet0 igy az aramkor tiikortengelyén talalhatd. Tehat miutan egy fesziiltséggeneratort kapcsolunk az aram-
korhoz az idealis vezeté mindkét vége azonos potenciallal fog rendelkezni. Ez azt jelenti, hogy semmilyen
aram nem folyik at rajta, tehat akar el is tavolithatjuk az aramkorbél. Ez igy kapott ekvivalens aramkor alul
lathato

I I

Abra 1: Az ekvivalens dramkor A és B csticsok kozott

Minden drét ellendllasdt modellezhetjiikk Ggy, mint egy R = &L ellenéllds és egy idedlis vezets. Konnyen
lathato, hogy a piramis egy kozonséges soros és parhuzamos kapcsolast aramkor, melynek teljes ellenallasa

2R-R | 2RR
_[2R+m]m:§R

2R+ ZBE L RR g

2R+R 2R+R

Ryg
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Egy hasonlo triikkét (azon vezetd eltavolitasat, amelyen nem folyik dram) hasznalhatunk az A és C csucsok
kozotti ellenallas megallapitasa céljabdl is. Ezzen alkalommal két drét is szimmetriatengelyt alkot. Ezek
eltavolitasaval a kovetkezd ekvivalens aramkort kapjuk

=
AL|_| &

Abra 2: Az ekvivalens dramkor A és C csticsok kozott

Ebbdl konnyen kiszamolhatjuk a végsé ellenallast:

2
Ruc= =R
AC= 3
A keresett ellendllasok aranya ezzel:
Rup _ 3R _4
Ryce 3R 5

Tegytik fel, hogy a repiilé objektum magassaga h és korpalyan kering. A palydjan a gravitacio és a
centrifugalis erd tartja:
Mm
(R+h)?
ahol R a Fold sugara, M a Fold tomege, m az objektum tomege és w pedig a szogsebessége. Ekkora:

=mw* (R+h),

. GM
N\ (R+h)*

A horizont-horizont megtétel ideje: T. Ez alatt az id6 alatt a palyajanak a kovetkezd nagysagat jarja be szog-
ben kifejezve: ¢ = wT. Ez a sz0g, ami a Fold kozéppontja és a horizontok hataroznak meg a kovetkezé:
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¢ = 2arccos o~ Ne felejtsiik el, hogy a Fold forgasa miatt is valtozik az objektum pozicidja az égen a kovet-
kez6 szoggel: @ = QT, ahol Q) a Fold forgasanak szogsebessége. Miutan egy egyenletbe behelyettesitiink, a

kovetkezdeket kapjuk:
GM R
———=T=QT +2arccos —,
(R+h) R+h

ahonnan a szdimunkra érdekes valtozd az a h.

Itt kovetkezik a probléma. Ezt az egyenletet nem lehet analitikusan megoldani. Mi numerikus médszert
valasztunk a valasz megkeresésére, melynek neve logaritmikus keresés/algoritmus. Definialjuk a kovetkezd

tiggvényt:
F(h) = G—M3T—QT—2arccos K
(R+h) R+h

ennek keressiik a zérushelyét, azaz azt a h-t, ahol F (h) = 0.

A logaritmikus keresés 1ényege a kovetkez6: Els6ként meghatarozzuk a tartomdnyt (a; b), ahol az egyenlet
megoldasanak lennie kell.

Mivel a F (h) fiiggvény folytonos, ezért ha F (a) - F (b) < 0, azaz ha az intervallum végein kiilonb6z6 el&jeld
értéket kapunk, akkor 3c € (a;b) : F(c) = 0.!

Ezek utan elfelezzik az intervallumot két darabra: (a; "zlb) és (%b, b).

atb

Ha szerencsések vagyunk és F ( > ) = 0 értéket kapunk, akkor befejezhetjiik az iteralast. Ameddig ez nem
torténik meg, addig keressiik a megoldast a két intervallum egyikén — mindig azon az intervallumon, amelyik
két végpontjan F ellentétes elGjelet vesz fel. Természetesen az iteralds befejezhetd, amennyiben elérjiik a
szitkséges pontossagot.

A mi esetiinkben a megkivant pontossag 1 km, ami jelen esetben azt jelenti, hogy az intervallumoknak ki-
sebbnek kell lenniiik ennél.

Az elébbiek segitségével probaljuk megkeresni az objektum magassagat! Sejthetd, hogy ez kisebb, mint
1000 km, ezért kezdetként a kovetkezd intervallumbdl induljunk ki: (0 km; 1000 km). Célunk a kovetkezd
pontossag elérése: 1 km. Mivel minden iteraci6 utan felezédik az intervallumunk, ezért legalabb 10 iteracio-
ra van szitkség, hogy elérjiik a kivant pontossagot, ezért az intervallum mérete: 2252 < 1 km. A kovetkezd
tabldzat tartalmazza a szamolast:

Iteraciod a [m] b [m] 0 [m] F(a) F(b) F (%)
0 0 1000000 500000 0,56 -0,61 -0,27
1 0 500000 250000 0,56 -0,27 -0,02
10 230469 231445 230957 0,00048 -0,00073 -0,00013

A 10. iterdci6 utén a kovetkezot kaptuk: b — a < 1 km ezzel elérve a kivant pontossédgot. A numerikus ered-
mény még pontosabb megallapitdsara valasszuk az intervallum kozepét, mely: h = 231,0 km. Ha folytatnank
az iteraciot, akkor megkapnank a pontos éréket, mely: h = 230,9 km.

'Réad4sul az —arccos ﬁ fuggvény monoton né a kovetkezé tartomdnyon: h € [0; oo ] és ehhez hasonléan

csokken a tartomdnyon; emiatt az F(c) = 0 egyenletnek csak egy megolddsa van.

(157%3 motonon
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Mielétt elkezdjitk a V — T-diagram rajzolasat, ki kell talalnunk, hogy hogyan valtozik a h6mérséklet és
a térfogat a korfolyamat alatt. Az egyetlen képlet, amit hasznalnunk kell, az altalanos gaztorvényt: pV = NkT,
ahol N egy allandd, mivel nem valtozik a gaz mennyisége a korfolyamat soran.

o Az 1 — 2 folyamat alatt a nyomads egyenesen aranyosan né a térfogattal, ami azt jelenti, hogy %/ =

const., ezért a térfogat és hémérséklet viszonyara a kovetkez6 igaz: V oc \/T. Ezért a géz térfogata 2V,
és homérséklete 4T, a 2-es pontban.

o A2 — 3 folyamat izobar allapotvaltozas, ami azt jelenti, hogy a térfogat a hémérséklettel egyenesen
aranyosan valtozik. Ezért a gaz térfogata 4V, és hémérséklete 8T, 3-as pontban.

« A 3 — 4 folyamatban a nyomas egyenesen aranyosan csokken a térfogattal. Ezért a gaz térfogata 2V
és homérséklete 2T a 4-es pontban.

o A4 — 1 folyamatban a térfogat linearisan fiigg a hémérséklettdl.

A V- T-diagram megrajzoldsa alatt biztosra kell menniink, hogy az 6sszes gorbe metszi az origdét meghoss-
zabitasuk utan. Végiil a V — T-diagramja a vizsgalt folyamatnak:

\Y%
A
T .3
2\()- _________ 4 i i
V1
i é t é t t t é >
0 1 2T, 4T, 8T, T

Abra 3: Cycle redrawn into VT-diagram

Mivel az elektronok egy homogén elektromos mezdében haladnak, egy alland6 Ee erd hat rajuk, és ez
az er6 minden elektronnak allandé a = % gyorsulést okoz fiiggdlegesen lefelé. Eszrevehetjiik, hogy ez a
gyorsulas sokkal nagyobb a nehézségi gyorsulasnal, igy utobbit elhanyagolhatjuk a megoldés soran. Mivel a
teljes elrendezés invaridns a forgatasra ezért elegendo, ha csak egyetlen, a fegyverzetekre meréleges, a forrast
tartalmazoé sikban vizsgaljuk a kibocsatott elektronokat.

Hasonldéan a homogén gravitaciés mezdében valé mozgashoz, leirhatjuk a ¢ szogben kibocsatott elektronok
x és y koordinatait a kovetkezéképpen:

X=wl=vcosg-t,

1 1
=y, t——at* =vsing-t- —at’.
yEnwtTsy ¢ >
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—
tm
o

?
X

Alapvetéen harom esetet kell megkiilonboztetni az elektron kezddsebessége és kibocsatasi szoge alapjan:

o az elektron eltalalja a fels6 fegyverzetet;
« az elektron éppen surolja a fels6 fegyverzetet;
o az elektron nem jut el elég magasra, hogy eltalalhassa a fels6 fegyverzetet.

Tekintstik most azon elektronokat, amelyek éppen stroljak a fels¢ fegyverzetet! Egy kibocsatott elektron a
maximalis magassagat T id6 mulva éri el, ahol

oYy _vsing
a a

Behelyettesitve ezt az id6t az y koordinatara vonatkozé egyenletbe és a magassagot d-vel egyenlévé téve meg-
kapjuk azt a szoget, amivel az elektronnak a kibocsatas pillanataban rendelkezni kell ahhoz, hogy a palya
legmagasabb pontja éppen a felsé fegyverzet sikjaban legyen:

visin@ 2sin¢  V?sin’g

d

b

a 2a 2a

. V2ad
¢ = arcsin _—

Ha behelyettesitjitk a megadott értékeket, azt kapjuk, hogy ¢ = 36,37°. Ez kisebb mint 45°, ami azt jelenti,
hogy azon elektronok, amelyek nagyobb tavolsagra tudnanak jutni az ebben a széls6séges helyzetben megha-
tarozottnal, el fogjak taldlni a fels6 fegyverzetet. Hogy meghatarozzuk, milyen tavolra jutnak el az elektronok,
miel6tt suroljak a fegyverzetet, helyettesitsiik be ezt a szoget a T id6vel egyiitt az x koordinatara vonatkozo
egyenletbe:

V2 cos ¢ sin
Xn = —90 (P
a
Ha esziinkbe jut, hogy az elektronok a maximalis magassagukat a teljes vizszintesen megtett tavolsag felénél
érik el, nem lep6diink meg, hogy az elektronbecsapodasok teljes kiterjedésének sugara az alsé fegyverzeten

xg = 2x5, lesz.

A feladatban megadott értékek behelyettesitésével x;, = 2,715 m, tehat az elektronok a fels6 fegyverzetet egy
2,715 m sugaru korben talalhatjak el, mig az also fegyverzetet egy 5,43 m sugaruban. Az elektronok altal
elért osszfeliilet igy

S=m(x}+x3) =5mx = 116 m”.

Vizsgaljuk meg milyen nagysagu er6k hatnak az asztalra. A tal gravitacids sulya: Fyo,; = Mg. Es ehhez
hasonléan a viz gravitacios stlya Fyaer = 27R3pg.
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Most nézziik meg a talat felemel6 erét. Fontos figyelembe venni a viz altal keltett nyomast. A nyomas ami a
tal felemelkedését is okozza, p = Rpg. Ez megadja nekiink az eré nagysagat F = pS = pgnR3, ahol S a feliilet
nagysaga a viz és az asztal kozott.

A harmadik Newton-torvényt alapjan, minden hatast egy ellenhatds kovet, amelynek a nagysidga megegyezik
az Ot keltd hatdssal. Igy a ugyanakkora erd kell hasson az asztalra, amekkorat az asztal fejt ki a vizre. A két
erdt igy megegyezik, ez alapjan a tal tomege megadhato.

3 2 ns
pgnR’ = Mg + gﬂR Pg

amely

M—lnR3
_3 p.

Kezdjiik a hordénak a heggyel érintkez6 pontjara hat6 forgatonyomatékok meghatarozasaval. Alap-
vetden két forgatonyomatékot kell figyelembe venniink.

A hord¢ sulya miatt 1étrejové forgatdnyomaték a hordét az dramutatd iranyaba probalja forgatni, mig a sajt
stlya miatt 1étrejovo forgatdnyomaték az dramutaté jarasaval ellentétes iranyba.

Abra 4: Hordé sajttal a belsejében

A forgatonyomatékok nagysaga:
Mg,jt = mgR (sin f —sin ),
Mhyorgs = —MgRsin a.

Egyensuly esetén a két forgatonyomaték dsszegének zérusnak kell lennie:

Mcheese + Mbarrel =0,

mgR (sin - sin ) = MgRsin a,
ekkor:

sin 8 = sina.
M+m

Hogy maximalizaljuk « d6lésszoget, maximalizalnunk kell sin « értéket.

sin « és sin 3 aranyos egymassal, igy igazabdl 8 szoget kell maximalizalnunk.
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Annak érdekében, hogy a sajt nyugalomban legyen a ra hato stlyer6nek és surlddasi erének a hordo érin-
téjének mentén vett komponenseinek nagysaganak meg kell, hogy egyezzen egymassal:

mgsin 3 = mgcos Sy,

tan 8 = .
Felhaszndlva cos = y/1 — sin® B azonossagot a kovetkez egyenletre jutunk:

sinf = £
V1+u?
Behelyettesités utan:
sina = —— £
M+m\/1+ 2

Es végiil a kritikus szog:

. m p
« = arcsin .
M+m /1 +

Tudjuk, hogy amikor teljesen teletdltiink egy kondenzatort ¢ relativ permittivitasu dielektrikummal, a
kapacitdsa e-szorosara novekszik. De mi torténik, ha csak részben toltjiik fel? Az egyik opcid, hogy olyan
ekvivalens eseteket keresiink, ahol csak teljesen feltoltott vagy tires kondenzatorok vannak.

Képzeljiik el, hogy behelyeziink egy vékony fémlemezt a kondenzator fegyverzetei kozé, azokkal parhuza-
mosan. Ez nem valtoztatja meg a beliil 1év6 elektromos teret mivel a teljes toltés a lemezen nulla. Ez azt
jelenti, hogy egy ilyen kondenzator elektromos tulajdonsagai megegyeznek a lemez nélkiiliével. Ezutan, ha
a lemezt a feliilletével parhuzamosan kettévagjuk, és a két felét 6sszekotjiik egy vezet6vel akkor lényegében
két sorba kotott kondenzatort kapunk. Ne feledjiik, hogy az 4j kondenzatorok kapacitdsa megduplazdédik a
fegyverzeteik kozotti tavolsag megfelez6dése miatt.

Kideriil tehat, hogy helyettesithetjiik az elsé kondenzatort két 2C kapacitasi kondenzéator sorba kapcsolasa-
val, melyek koziil az egyik fel van toltve a dielektrikummal:

B 2C-e2C 2

C, = = C.
2C+e2C 1+¢

A masodik esetben egyértelmti, hogy ha fiiggélegesen vagjuk szét a kondenzatort, a fegyverzeteire mer6le-
ges mddon, akkor a tér megint nem valtozik és két parhuzamosan kapcsolt kondenzatort kapunk. Ebben
az esetben az Uj kondenzitorok kapacitdsa megfelez8dik a fegyverzetek teriiletének felez6dése miatt. Igy a
masodik kondenzator kapacitasat a kovetkezéképpen fejezhetjiik ki:

cC C 1
C2 =—+&— = i .
2 2 2
Végiil az aranyuk:
C1 _ 4¢
C, (1+¢)

info-hu@physics.naboj.org 25 https://physics.naboj.org/


mailto:info-hu@physics.naboj.org
https://physics.naboj.org/

e
Megolddsok 21. Ndboj Fizika, 2018 S

El6szor vegylik az elsé részt, amikor Nandor és Kinga kialtanak, és Janos hallgatja 6ket. A hang gomb-
hullamként terjed a levegéhoz viszonyitva. A mozgésa egy ismeretlen v vektorral irhaté le. Ez a vektor egy
¢ vektorbdl allithaté elé, ami a hanghullam mozgasét jeléli a levegében, gy, hogy az eredmény vektor Janos
felé mutat.

Kinga kialtasinak sebességét cx vektorral jeloljiik. A vektor gy van megvalasztva, hogy eleget tegyen a
Ckv +vy, =0 és Cki t Vi = =7

Osszefiiggésnek, ahol L Nandor és Kinga tavolsaga Janostdl, és Ty az az id6, amig a hang Kingatdl Janoshez
ér. Hasonlé médon a ¢y vektor teljesiti a

CNe TV =0 és CNy +Vy = =
Osszefiiggést, és a két vektor egyenld egymassal
— —
|CK| = |CN‘ =C.

A fenti 6sszefiiggések segitségével cy és cy kiejthetéek a tovabbi szamitasokbol.

A masodik részben a helyzet megfordul. A hang most Janostél Kingahoz és Ninahoz terjed rendre a cg’ + v
és cy' + v irdnyokban. Ezeknek az eldz§ dsszefliggésekhez hasonlé médon kell viselkedniiik.
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\
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V \\\\‘\
] S L/, K K
CK 4
Igy
/ _ / L
Cy +Vy =0, Crre + Vi S

T]K

/ _ / L

Cne T Ve =0, Cay +Vy —

T]N

és

oK = || = .
cx’ és oy’ kiejtésével az egyenletekbdl kapjuk, hogy

Tovabba a ¢2-re vonatkozd masik egyenlet felhasznaldsaval megkapjuk, hogy

ViYL +2 L Ve + L 2
K v TK] K TK]
2
L L
2 2
=ve+ Vo + 2 — | vy +| =—
K v TN] v TN]
2
L L
=2+ v -2 —|ve+|—
T]K T]K
2
L L
2 2
=ve+v, =2 — v, +| =—
K v T]N v T]N
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Az egyenletek leegyszertisithetéek az elsé két tag kivonasaval.

L L

2 _— VK+ —_— =
TK] TK]

L LY

o =)y, +[=] =
TN] TN]

L LY\

- =) (=] -
T]K T]K

L LY
- =)y, 4=
T]N T]N

Az els6 és harmadik sor, valamint a masodik és negyedik sor egyenléségébdl kapjuk, hogy

L{1 1) ) L(l 1)
Ve=Z\ 75 — = €S vw==l=-—1,
2 T]K TK] 2 T]N TN]

' 2 2
— L 1 1 1 1
Vi=— — —— ] +|=—-—| =29,43 m/s.
| | 2 \I ( T]K TK]) ( T]N TN])

Az 6sszes magneses mez6 leirhatd az eredeti négyzet egyes éleinek szuperpozicidjaval. De ki akarna
kisebb részekre osztani a négyzetet, ha dsszerakhatjuk a végs6 aramkort kiilonallé négyzetekbol?

amibdl

Elég, ha vesziink harmat az eredeti aramkorbdl és a megfeleld helyekre tessziik 6ket, igy kialakitjak a végs6
alakzatot. A mi esetiinkben ez egy négyzet a bal oldalra, egy a jobb oldalra és egy a fels6 lapra valo6 helyezését
jelenti. Az aramok szuperpozicidja miatt, a fels6 lap két éle kozott nem lesz aramlas.

A magneses mez6 merdleges az eredeti négyzetre, ezért a jobb és bal oldalbdl eredé mezdk kiejtik egymast.
Az ered6 magneses mez6 a fels6 lapbol a kozéppont felé mutat és a magnitudodja azonos az eredetiével. Mas
szavakkal, B, = B;.

Tegyiik fel, hogy a felszine a tejnek h magassagban van. Ha a tejet rahelyezziik az « szogu leejtore a tej
felszine vizszintes marad.

A feladat sz6vegébdl arra kovetkeztethetiink, hogy még mindig elég nagy mennyiségii tej van a dobozban.
Ez csonka hasab alakot vesz fel. Az oldal nézet egy trapéz lesz.
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A hataresetben (épp miel6tt a doboz kibillen) a témegkozéppontja a tejnek a forgastengely felett kell hogy
legyen. Keressiik meg a tomegkozéppontjat a rendszernek. ElGszor vegyiink fel egy koordinatarendszert
melynek tengelyein rajta fekszenek a doboz oldalai.

A trapéz egy a x (h— x) méret(i téglalapbol és egy derékszogli hdromszogb6l melynek befogdi a és 2x. A
téglalap sulypontjanak koordinatai [%‘, h%x] A derékszogli haromszog sulypontjanak koordinatai [%‘, h - ’3—‘]
Innen a trapéz tomegkozéppontjanak koordinatai:

; _%‘-a(h—x)+%‘-ax _a ax
- ah T2 6k

_%~a(h—x)+(h—§)~ax _E+x_2
Tr = ah 2" eh

Koénnyen latszik, hogy a folyadékfelszin délése:

X
tana = —.
a

Tovabba abbdl a feltételbdl, hogy a hataresetben a tej tomegkozéppontja épp a doboz sarka felett van azt
kapjuk, hogy
§r  12ah-2a’tana

tana = — = .
Ny 12k + @’ tan’

Ahol kizartuk az ismeretlen x-et. Atalakitva egy méasodfoku egyenletet kapunk az ismeretlen h-ra ami a
vizszintesben 1évé dobozban a tej magassaga.

[ h+a2(tan2“+l) = 0.
tan o 12 6
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A megoldas

a tan?a 2
h= 1+1/1-tana +=11.
2tan« 3 3

Melyik gyokot kell valasztanunk? A “+7-os valtozatot. A masodik megoldas (a negativ el6jelti) néni fog ha
noveljiik a szogét a leejtének. Ez azt jelentené, hogy kisebb szogeknél kevesebb tej szitkséges a doboz kibille-
néséhez. A végso esetben, a vizszintesnél, a negativ eldjelli megoldas azt jelentené, hogy a doboz kibillenne
akkor is, ha nincs tej benne. Ez természetesen nem lehet!

A megadott menyiségekkel a = 1 dm és a = 30°, h = 1,6 dm-t kapunk tehdt a térfogata a tejnek a dobozban

V=a’h=1,6dm>.

A szétszakadas el6tt a szegény bolygo a kovetkezo korsebességgel keringett r tavolsagban az M tomegti
csillagtol:
GM
Vi = _—.
r
A szakadas utdan mindkét darab parabolikus palyan mozgott, ami azt jelenti, hogy mindketten pontosan a
szokési sebességgel mozogtak. Ez r tavolsagban

2GM
Vy = .
r

Ezek szerint az elsé darb sebessége ennyivel valtozott:

AV1=VSZ—Vk=<\/§—1)\/%\/I,
Av2:v52+vk:<\/§+1)\/GTM.

Az impulzusmegmaradas egy Osszefiiggést ad a tomegekre és sebességekre

mig a masodiké ennyivel:

Av1m1 = AVzmz,

igy
A 2-1
m_An _V2-1 . 5

m Av, /2+1
Azzal, hogy U fesziiltséget kapcsoltunk a gytrtire, aram kezd el folyni azon. Ismeretes, hogy az dram a
legkisebb ellenallast utat teszi meg. Azonban a drét hosszanak novelésével az ellenallds is novekszik.

Az ellenillast az R = pi formula adja meg, ahol S a drét keresztmetszeti teriilete. Ezen informacié alapjan, a
kisebb ivili szakaszon nagyobb aram folyik at. Tehat
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A vezet koriili magneses mez6 az arammal és a vezetd effektiv hosszaval aranyos. Elképzelhetjiik az ivet,
mint egy, a kozponttdl ugyanolyan tavolsagra 1évé nagyon rovid vezet6t.

Minkét iv ugyanolyan mértékben jarul hozza a végsé magneses mezéhoz. Figyelem! A magneses mez6
iranya is fontos tényez6. Ezt konnyen meg lehet allapitani az Ampere-féle jobbkéz-szabaly szerint.

Tehat

Brs o< I -y @ Byss < I - .

Mit jelent mindez? Mig az aram cs6kken a novekvd hosszal, a magneses mez6 értéke novekszik. Abbodl a
ténybdl, hogy a magneses mez¢6 linarisan fiigg I és I-tdl, ez a két mennyiség kioltja egymast, és igy a végsd
magneses mez0 nagysaga a kozéppontban egyaltalan nem fog a szogtdl fiiggeni.

A magneses mez6 mindkét komponensébdl a kovetkezot kapjuk

Bfels()’ = Balsé .

Azonban az elsé felfelé mutat, miga masodik lefelé. Tehat a végsé magneses mezd nagysaga nulla, fiiggetleniil
attol, hogy melyik ponton kapcsolodnak a vezetékek a gytriithoz.

Tegytik fel, hogy az inga w szogsebességgel forog. Ekkor egy teljes fordulatot T, = 271/w id6 alatt
tesz meg. Az ezen szogsebességgel valo forgas hatasara az inga kitér a fiiggélegeshez képest, az egyensulyi
helyzet a fiiggdleges tengellyel ¢, szoget zar be. A kitérés szogét két eré hatdrozza meg - a centrifugalis erd
Fc = mw?Rsin ¢, és a gravitaci6 Fg = mg. A kitérést leird egyenlet:

Fc w?Rsing,
tang, = F_G = T’

amelybdl:

2
g : g
cos<p0=ﬁ; sing, = 1_(ﬁ) .

[rjuk fel az inga mozgasegyenletét! Jeloljiik az egyensulytol valo kis kitérités szogét ¢-vel! Ekkor az egyenlet
az alabbi alakba irhato:

mR*e = —mgR sin (900 + (p) + mw?Rsin (‘Po + go) Rcos (‘Po + (p) .
A fenti egyenlet a trigonometrikus osszefiiggéseket felhaszndlva atalakithato:

€= —% (sin ¢, €Os ¢ + sin ¢ cos (po) + w? (sin ¢, oS ¢ + sin ¢ cos (po) (cos ¢, COs ¢ — sin @, sin (p) .

Ez az egyenlet nem tudl csabitd, ezért probaljuk meg linearizalni! Tudjuk, hogy kis szogek esetén igazak a
kovetezo kozelitések: sin ¢ ~ ¢ és cos ¢ ~ 1. Ezeket felhasznalva:

Ew —% (sin(p0-1+<p-c03(p0)+w2 (sing00-1+(p-cosg00) (cos<p0-1—sin(p0-go)

~ (w2 sin g, cos ¢, — %sin (po) + (w2 cos® ¢, — w’ sin” ¢, — %cos (po) ®.
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Emlékezziink vissza, hogy mdr felirtunk egy 6sszefiiggést a ¢, sz0g, az w szogsebesség, és az inga R hossza
kozott. A szinuszra és koszinuszra felirt kifejezéseket behelyettesitve a mozgasegyenletbe a konstans tag
kiesik, igy végiil a harmonikus oszcillator egyenletéhez jutunk:

N g 2
oo w)e
A harmonikus oszcillator kis rezgéseinek periédusideje:

27

A periodusidék aranya tehat:

2
k::ZE _ 1__(_§L_),
T w?R

amely kifejezhet az egyensulyi helyzethez tartozo ¢, kitéréssel:

k=sing,.

A feladatunk az, hogy meghatarozzuk a hémérsékleti egyensulyt két sugarzo fekete test kozott. A Nap
izotrop mddon sugaroz, minden iranyban azonos teljesitménnyel. Palacsintaria elnyeli ezt a sugarzast, szin-
tén lesz valamilyen hdmérséklete, igy maga is sugarozni kezd. Egyensulyi helyzetben az elnyelt és kisugarzott
teljesitmények egyenlGek, erre tudjuk felirni az egyensulyi feltételt. El6szor készitsiink egy abrat a relevans
mennyiségekrol:

A fluxusstirtiség forditottan aranyos a forrastdl valo tavolsag négyzetével. Ebbdl egyértelmtien kovetkezik,
hogy a legmagasabb hémérséklet kozvetleniil a Nap alatt lesz, ezt a pontot jeldltitk az abran H-val. Jel6ljiik az
itt mérhet6 hdmérsékletet T-val! Palacsintdria minden egyéb pontja ennél tévolabb lesz a Naptdl, raaddsul
a sugarak nem merdlegesen érkeznek a feliiletre, igy ugyanaz a fluxus egy nagyobb teriileten oszlik el, tehat
kijelenthetd, hogy nagy tavolsagokra a hdmérséklet csokken és megkozeliti az abszolat nulla fokot.

Jeloljiik a kivant hdmérsékleti intervallum hatarait T)-gyel és T,-vel, ahol T} < T,. Harom lehet6ség van a
lakhat6 6vezetiink alakjara:

o Ha Ty < T), az egész Palacsintaria tul hideg lesz ahhoz, hogy lakhatd teriilet legyen rajta.

o HaT) < Ty < T, alakhato zéna egy korongot alkot a H pont koriil.

o Esvégiil, ha T, < Ty, a H pontban tdl nagy lesz a forrdsag, de mivel a hémérséklet csokken a tévolsag-
gal, a lakhat6 zdéna csak eltolodik a kozépso régiobdl, és egy gytriit alkot koriilotte.
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Kezdjiik el a tényleges szamitasokat. Konnyen meghatarozhaté a Nap altal kisugarzott teljes teljesitmény a
Stefan-Boltzmann-torvény segitségével:

P=Sx0Tg =4nR%0Tg,

ahol S a Nap feliilete. Kovetkezdnek azt szeretnénk megkapni, hogy ennek a teljesitménynek mekkora ha-
nyada esik egy d tavolsagban levé kis tertiletre. Mivel a Nap elegendden tavol van Palacsintariatdl, pontfor-
rasnak tekinthetd. A teljes teljesitmény igy egy gombfeliileten oszlik el, d tavolsagban pedig a fluxus

_ 4nR*0T§  oR’T§

®= dnd> P

Tovabba, a fluxus ¢ beesési szoge miatt bejon egy sin ¢ faktor is, de ezt ki tudjuk fejezni ismert mennyisé-
gekkel:

sing = ﬁ
¢ = d
Igy megkaptuk, hogy a teljesitmény mekkora része jut Palacsintdria egy kis, d tdvolsigban lev feliiletére. Az
egyensulyi feltétel szerint a kisugarzott és az elnyelt teljesitmény megegyezik:

O'RZTéh 1

ye oT*.

A d tavolsag kifejezhet6:
4 1/3
- (i)
T4

Ez kozvetlentil a Naptdl vald tavolsag, ebbdl a H ponttdl mért x tavolsagot a Pitagorasz-tétellel tudjuk kife-
jezni:

K= d I,

Ha behelyettesitjiik a megadott értékeket, két valds megoldast kapunk, ami azt jelenti, hogy a harmadik forga-
tokonyv valosul meg — a lakhat6 6vezet korgytri alakd. A tertiletét igy a két kor teriiletének kiilonbségeként
kapjuk meg:

T 4\ 2/3 T 4\ 23
S=n(x3-x})=mn ((thT_i) _ (thT_cz) ) = IRYSRPTSS (T3 - T593).
1 2
A szamszert végeredmény behelyettesités utan

S = 3538765 km?.

Az Girhajos egyértelmten egy ellipszis palyan fog mozogni, mely fékuszaban az aszteroida kozepe van.
Ugy indulhatunk el legjobban, ha lerajzoljuk a problémét:
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Si=

[

Abra 5: Ellipszispdlya geometridja

A feladat szovege szerint az elugras és landolas pontja negyed keriilet tavolsagra vannak, és a palya 45° fokos
R

szoget zar be a felszinnel. Az ellipszis fél kistengelye rogton adoédik: b = 75 Azis egyértelmi, hogy az
tirhajos mozgdasa pontosan az ellipszis felén fog végigmenni.

A fél nagytengely megtalalasahoz fel kell hasznalnunk, hogy az ellipszis mentén tetszdleges ponton a fokus-
zokhoz mért tavolsagok Osszege alland6. Ha az abrankon a legfelsé pontot nézziik (ahol az tirhajos eredetileg
allt), a tavolsagok Osszege 2R, és ha a baloldali pontot valasztjuk, az 6sszeg 2a. Ezek szerint a = R. Most mar
meghatdroztuk az ellipszist, igy kiszdmolhatjuk az id6t. Az ellipszis koriili keringési id6 altaldnos sszefiig-

gésébdl indulunk ki?

2n 302
vV GM

Kovetkezonek Kepler masodik torvényét hasznaljuk, mely szerint a keringd testet a fokusszal 6sszekotd egy-
enes azonos id6k alatt mindig azonos teriileteket strol. Ezek szerint a fél ellipszis feletti keringéshez sziikséges
id6 ugyanolyan aranyban van a teljes keringési id6hoz, mint a lefedett tertilet a teljes teriilethez. A lefedett
teriilet

mab R?
BEAEE
a teljes teriilet pedig
S = mab,
igy
o L, =+ (n+V2) R

t=T- = a =

S
S~ JGM  mab VGM

Miért latna Andras a piros fényt z6ldnek? Kis gondolkodas utan rdjohetiink, hogy ezt csak a Doppler
effektus okozhatja. De van benne egy kis csavar! A fény fénysebességgel halad (milyen meglepd). Emiatt a re-
lativisztikus Doppler effektussal kell szamolnunk. A megfigyelt frekvenciat tehat az alabbi médon kaphatjuk

“Ha nem emlékeznél, ezt egy kér kériili periddusidbél kapjuk tigy, hogy kicseréljiik a sugarat a félnagytengelyre, ami Kepler
harmadik torvényébél kihozhato.
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c+v
J=hV ey
Ha Andras z6ldnek latta volna a piros fényt, a kocsi sebessége:

V_fz _fOZC_ AS_/\ZC
TR

Ha ebbe behelyettesitjiik a hullamhosszak numerikus értékeit, megkapjuk a végsé sebességet:

11
v=—c=0,18c.
61

Osszehasonlitdsképpen kiszdmolhatjuk a végs6 sebességet a klasszikus Doppler egyenlettel is. Rogzitsiik
a viszonyitasi koordindta rendszert a jelz6lampahoz. Ebben a rendszerben a végsé megfigyelt frekvencia

f=fo=¥ lenne, tehit a sebesség:
V= (i—l)cz (b—l)c:O,ZC.
fo A

Kezdetben a rendszer egyensulyban van. Ugyanolyan témeg van mindkét oldalon. Kati tomege m, Mi-
ke kétszer nehezebb, igy a tomege 2m. Hozzaadtunk a Katival megegyez6 oldalon egy vele egyenl6 nagysagu
tomeget. Ezért a kotél mindkét végén 2m tomeg van.

A kérdés az, hogy mi torténik, hogyha a konnyebb béka elkezd felmaszni a v sebességgel a kotél rendszerében?
A megoldas abban rejlik, hogy megvalaszoljak azt kérdést, hogy hogyan gyorsul fel a béka v-sebességre? A
gyorsul6 béka hatasara F(t) er ébred a csigakerék egyik oldalan.

A Newton torvénye alapjan a F(t) nagysagrendi er6 hat a Kati altal (felfelé). A csiga tomegtelen és csurlodas-
mentes. Ezért a csigdra hato er6 és forgatdnyomaték a csigdkon nulla. Emiatt az F(t) er6 ébred a nehezebb
békara is. Mindkét konnyebb és nehezebb béka megkapja a ] impulzust.

1)
J= Fdt.

3]

Impulzus J altal keltett impulzusvaltozas keletkezik a csiga mindkét oldalan Ap = J Jeldljiik a nehezebb béka
sebességét u-val, amo felfelé iranyul. Ez a kotél sebessége. Attdl a ténytdl, hogy az imuplzusnak meg kell
egyeznie a csiga mindkét oldalan, azt kapjuk, hogy

2mu=m(v-u) - mu.

Igy u = £. Ennek kovetkeztében, a konnyebb béka felfelé halad a csigéhoz, a sebesség egyenld v igy & éri el
elGszor a csigat. Ez a kovetkezo id6t veszi igénybe

t=

|

Ez idd alatt a nehezebb béka tomegkozéppontja elmozdul h = ut = £ tavolsagra. Ezért a békak kozotti
tavolsag egyenld lesz 2H.
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Tegylink egy révid megjegyzést a rendszer lendiiletére, illetve egy masik megoldasi lehetéségre (impulzus-
momentum megmaradasara). Figyeljik meg, hogy a rendszer tomegkozéppontja (két béka és kotél) felfelé
mozdul el. Ez azt jelenti, hogy a rendszer impulzusa megvaltozik a mozgds soran. Ezért ez nem lehet allando.
Miért is nem lesz a rendszer teljes impulzusa allandé (konzervalt)? Amikor a béka felgyorsul és ezaltal erd
1ép fel a kotélen, ez ellenhatast kelt a csigaban. A csigaban fellépé ellenhatas nagyobb, mint amit a kiils6 erd
okoz. Azonban a rendszer lendiilete nem valtozik tovabb ha a béka allandé sebességgel mozog.

Ezt a problémat megoldhatjuk a perdiilet megmaradas segitségével. Abban az esetben ha a rendszerben nincs
nyomaték. A rendszer osszperdiilete megmarad. Ha a mozgas teljes id6tartamara a rendszer dsszperdiilete
nulla, akkor igaz lesz az, hogy

2mu=m(v-u) - mu.

Hallottal mar a napvitorlardl? Ugyanez az alapelv itt is — a fény, ha visszaverddik egy feliiletrdl, erét fejt
ki. Mivel er6t fejt ki, lendiiletének is kell lennie. Néhany régen élt nagyon okos embernek kdszonhetéen ma
a fényt mar részecskék dramaként lathatjuk, és ezeknek a részecskéknek, fotonoknak mindegyike

E=hf
energiaval és
_E
P=7

lendiilettel rendelkezik. A fotonok arama a kerék belsé oldalarol 90° — « szogben verédik vissza, a beesési
merélegeshez képest. Minden visszaverddés a foton lendiiletét Ap-vel valtoztatja meg, ahol

E
Ap =2pcos(90° - a) = 2—sina.
¢

A foton két visszaverddése kozott ido telik el annak véges sebessége miatt:

2Rssi
Af = smcx.
c

Itt kell felhasznalnunk egy, a megoldas szempontjabdl lényeges 6tletet. Mivel a fotonok diszkrét részecskék,
a keréken hato eré6 nem konstans. De mivel a fotonoknak a sebessége nagyon nagy, nagyon gyakoriak az
ttkozések, és mivel ezen titkozések kozti At id6 nagyon rovid, szamolhatunk az atlagos erével, elhanyagolva
a fluktudciokat, és tekinthetjiik ezt az atlagos er6t allandonak.

Kifejezhetjiik az egy foton altal okozott atlagos er6t:

Ap 2% sina E

At - ZRscina _R'

Es mivel a foton vadul répkéd koérbe a teljes keréken, a korabbi érvelést felhasznélva azt mondhatjuk, hogy
az erd egyenletesen oszlik el a kerék egészén. Azt is kijelenthetjiik, hogy az eré fiiggetlen attdl, hogy a 1é-
zer milyen szogben vilagitott — kisebb szdgekhez gyakoribb iitkozések tartoznak, viszont ezen iitkdzésekkor
kisebb lendiiletvaltozas sziikséges.

Amikor Saymon f ideig vildgit a 1ézerével, egy Pt energidju nyaldbot készit. Ez a nyalab 2 fotonbdl 4ll, ahol
mindegyik ugyanazzal az E energiaval rendelkezik. Mivel ugyanezen érvelés minden fotonra hasznélhato, a
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B fotonhoz tartozo energia % -szer nagyobb, igy a teljes erd:

PtE Pt
F=—==2,
ER R

Itt észrevehetjiik, hogy az erd nem fiigg a foton energidjatdl, hiszen a nagyobb energiahoz ugyan nagyobb er6
tartozik, de kevesebb foton a teljes nyaldbban. Ez az er6 természetesen sugariranyu, igy meg kell hataroznunk
a szakitoer6t. Hogy ezt megtegyiik, képzeljiik el, hogy a kerék enyhén kitagul, és fejezziik ki a jelen levé erék
munkajat. Az energiamegmaradas torvénye segitségével meg fogjuk tudni taldlni az ismeretlen T erét’. Ha
a kerék sugarat Ar-rel noveljiik, a keriilete 27Ar-rel nd. A sugariranyu erd kozben

W=—Ar

munkat végez, és a szakitderdre felirhato, hogy

W = T2mAr.

A két kifejezés egyenl6ségébdl megkaphato az ismeretlen ero6:

Pt
" 2R’

Ahhoz, hogy Samuel hagymajanak tehetetlenségi nyomatékat meghatarozzuk harom dolog kell, hogy
esziinkbe jusson. Az els§ a tomdr gomb tehetetlenségi nyomatékanak képlete, mely 2mR>2-ként ll e, ahol m
a gomb teljes tomege. A masodik pedig az, hogy a tehetetlenségi nyomaték mennyisége additiv, vagyis jelen
esetben az egyes hagyma “liregek” tehetetlenségi nyomatékanak osszege a teljes objektum tehetetlenségi nyo-
matéka. A harmadik dolog, ami esziinkbe kell jusson az a skalazas. Ha egy objektum minden iranyt méretét
noveljiik k-szorosara, akkor a térfogat k3 lesz. Azonos stirliség esetén tehat a tomeg is k3-el skalazodik.

Az el6z6ekbdl kovetkezden a kezdeti tomor hagyma tehetetlenségi nyomatéka a végiil kapott hagymabdl és
annak a kiszaradt darabjanak a térfogati nyomatékanak 6sszegébdl allna 6ssze. A kiszaradt térfogat is “gomb”
alaku (terméeszetesen belill iiregekkel és anyaggal), de a mérete az eredeti hagyma kétharmada. Jeloljiik a
hagyma tehetetlenségi nyomatékat I-vel. Az altalanos képlete a tehetetlenségi nyomatéknak a kovetkezokép-
pen néz ki: ¢ x MR?, ahol ¢ egy allandd, mely a megadott forgastengelyhez tartozik. Tehat a kiszaradt darab

tehetetlenségi nyomatéka (2 )5 L

Ennek kovetkeztében a tomor gomb tehetetlenségi nyomatéka:
2 2\°
-mR*=1+|=] L
5 3

Jelen esetben m a tomor gomb tomege. Ha az m tomeg meghatarozhat6 a hagyma M tomegének skalazasaval,
3
akkorazm = M+ (%) M egyenlet Gjrairhat6. Ezek utdn trivialis 1épésekkel kapjuk meg a végsé osszefliggést:

21126
51+(§)5 275

3virtualis munka elve
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Az ugyanezen aramkor DC-generatorral (DC=Direct Current=egyenaram) egybekotott verzidjaval el-
lentétben az eredményt itt jelentdsen befolyasoljak a kondenzatorok és a tekercsek. AC korokben, az Ohm
torvény az U maximalis fesziiltségre és az I maximalis aramerdsségre hasznalhato:

U=|Z|L,
ahol |Z| az impedancia nagysaga. Tehdt elegend6 az dramkor impedancidjat kiszamolni.

Egyszertien észrevehetd, hogy a tekercsekbdl és ellenallasokbdl allé két kozépsd g szimmetrikus. Tehat a
kozéps6 kondenzator két végén 1évé potencidlnak meg kell egyeznie, ezért a kondenzatoron atfolyo fesziiltség
és aramerdsség egyarant nulla. Mads szavakkal, a két kozéps6 sort 9sszekotd, egy kondenzatorbol allo ag
elhagyhat6. A feladat igy mar arra egyszerlisodott, hogy soros és parhuzamos kapcsolasok impedancigjat
szamoljuk. A teljes impedancidja az AC aramkornek:

1 1 2 ) 3R- w?RLC +i(wR*C + wl)
===+ — +iwC = : .
Z R R+iwL R? +iwRL

Az impedancia nagysaga:

7= R* + ?R2L2
(3R - w?RLC) + (wR2C + wL)*’

Igy:

. U\/(3R — w?RLC)* + (wR*C + wL)?
B R* + w?R?2 '

A kérdés megvalaszolasat kezdjiik annak attekintésével, hogy hogyan késziilt Jonas kereke. Tételezziik
fel, hogy homogén anyagbdl késziilt o feliileti stirtiséggel. Az eredeti, nem eltorott kerék tomege igy omr?. A
tomegkozéppontja pedig a kozepén van, koordinétai: [0;0].

—_ =

/1

Abra 6: Jonds oszcilldlé kereke
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2
A létrejott lyuk tomege om (%) és a tomegkdzéppontja a [0; %] pontban van. Tehat a torott kerék tomege
2omr?, tomegkdzéppontjanak x koordinatdja zérd, y koordinatdja pedig a forgatényomatékokbdl kiszamit-
haté:
2 r

2.0 - gl . I
onr--0 Ong -5

,
y= =——.

2omr? 6

A negativ el6jel mutatja, hogy a tomegkozéppont a kitort Iyukkal atellenes részen van. Az ép és a torott kerék
r

tomegkdzéppontja kozotti kiilonbséget jelolje t = —y = £.

Emlékezziink, hogy kis oszcillaciokra kell koncentralnunk. Mi torténik, ha a kitéritjiik a kereket ¢ szoggel?
Vagy masképpen megfogalmazva, mi torténik, ha a kerékiigodor érintkezési pont elmozdul r¢ ivvel? A szog
a régi és az uj csatlakozési pont kozott a = Lo = £ lesz.

A potencialis energia a godor aljaban:
E, = mgh = Zonrzgh,
ahol h:

1 4
h=5r(1-cosa)+rcosa—tcos(p — ) zr[S(l—cosg) +cos§—gcos?¢].

Ebben az esetben a kinetikus energiat a tengely koriili forgatasi energiaval fejezhetjiik ki. Viszont a forgatasi
tengely folamatosan valtozik, ezért:
1 2
E = EIAw ,
ahol I, a valodi tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték. A tomegkozéppont tavolsaga a tengelytdl I. A cosi-

nustétel értelmében P> = 2 + 12 — 2rtcos ¢ = r? (1 + 3¢ — 3 €OS <p).

Csak egy ismeretlen marad, Jondas kerekének tehetetlenségi nyomatéka. El6szor ki kell szamolnunk a te-
hetetlenségi nyomatékot a tomegkozéppontra Ir. Majd alkalmazzuk Steiner tételét (parhuzamos tengelyek
tétele) és azt, hogy a torott kerék és a kiesett kerékdarab tehetetlenségi nyomatékokait 6sszeadhatjuk. Ezzel
megkapjuk a teljes, ép kerék tehetetlenségi nyomatékét. Egy korong tehetetlenségi nyomatéka 1mR?, tehit:

%07‘[1’27’2 = (IT + Zaﬂrztz) + (%}laﬂrz (%)2 + iorrrz (%)2) :

Azt kapjuk, hogy a tehetetlenségi nyomaték a tomegkozéppontra I = Zonr.

Ezutan ismét Steiner tételét hasznaljuk. Ezaltal az 4j forgastengelyre kapott tehetetlenségi nyomaték:

3 37 1
Iy=1 +—07rr212=a7tr4(———cos )
ATy 32 4%

Kis oszcillacidkat szeretnénk leirni, ezért I, értékét kozelitjiik. cos¢ Taylor sorabdl cos¢ ~ 1. Ezutdn az
egyenletiink:
29
Iy = —onr.
1732
A végén keressiik meg a torott kerék energiajat’. A potencidlis energianal a cos x Taylor sorfejtését a masodik
rendig vessziik figyelembbe (cosx ~ 1 — ’“72).

*a konstans részt elhanyagoljuk
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A kovetkezot kapjuk:
1 29
E = —mnor’gp* + —nor*w® = const.,
10 64
mely nem mas, mint egy harmonikus oszcillator, melynek periodusidejét ¢? és w? el6tti konstansok adjak
meg.

Végiil megadhatjuk Jonas kerekének periodusidejét:

29

= aort 145
T2y | 2 o 11

1—07'[0'1’3g 32g

Jelolje a tengely és az ellensuly kozti tavolsagot x. A feladat nem jelol ki egyetlen specifikus szoget
sem a rud kitérését illeten, ami dsszhangban van azzal, hogy a gyorsulas mindéssze cos a-tdl fiigg. Ez azt
jelenti, hogy a gyorsulds maximalizalasa egy adott szogben maximalizalas minden szégben. Vagyis a l6vedék
egyenes gyorsulasara 0 fokos kitérés mellett a kovetkezdket irhatjuk fel:

a=(L-x)¢
=(L-x)§
C(L-x) Mgx — mg (L - x)

Mx2+m(L-x)"

A feladatunk, hogy ezt a kifejezést maximalizaljuk az x véltozora nézve. A kifejezést kényelmesebb alakra

hozva:
MLx

a= 5 — L
Mx? +m (L -x)

Ha ezt maximalizalni szeretnénk, a konstans tagot figyelmen kiviil hagyhatjuk. Tovabba, a feladatunkat azzal
is egyszertsithetjiik, ha figyelembe vessziik, hogy egy kifejezés maximuma megegyezik a kifejezés recipro-
kanak minimumaval. Vagyis valdjaban a kovetkez6 kifejezés minimumat keressiik:

Mx2 +m (L - x)’
a= :
MLx

Ekkor két irdanyba is elindulhatunk. Kalkulus és differencialszamitas segitségével, vagy az Un. szdmtani és
mértani kozép kozotti egyenlotlenség felhasznalasaval. Utdbbi azt jelenti, hogy barmely szamsorozat szamtani
kozepe mindig nagyobb, mint a mértani kézepiik. Két szamra:

a+bz\/ﬁ

2

Szerencsénk van, hiszen az eredeti kifejezés (majdnem) kedvez6 formaba rendezhet? at, igy a bal oldal me-
gegyezik az egyenl6tlenségben talalhatéval:

_m+Mx+mL 2m
ML Mx M’

a
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Szerencsére, a fennmarad¢ kifejezés csak egy konstans, ezért azt figyelmen kiviil hagyhatjuk. Az egyenl6t-
lenség kovetkeztében barmely x szam esetén ez a kifejezés mindig nagyobb vagy egyenld, mint

2\/(m+M)m'

M

Azonban mi olyan x-et keresiink, amely esetén a kifejezés a lehet6 legkisebb, amely miatt muszaj az egyen-
16séghez ragaszkodnunk, ezért x-re felirva az egyenletet:

m+ M . mL _2\/m(m+M)

X+ — =
ML Mx M

b

amely atrendezhet6 egy masodrendii egyenletté, melynek megoldasa:

m
m+M

A teljesség érdekében bemutatjuk a derivalast hasznalé megoldasi menetet is. Egy kifejezés akkor éri el szél-
s6értékét, amikor a derivaltja éppen 0:

d Mx?+m(L-x)’ _ 2Mx-2m (L - x) Mx? +m (L -x)’

|
=0
dx MLx MLx MLx?

Ezt az egyenletet x-re megoldva épp a fenti megoldasra jutunk.
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Valaszok

;2
1] t:%
10,39 m/s
Adrién, 6 perccel el6bb érkezik
(4] 345%
-1
2

271212
6] = :
11 cm
u 1

u+v 1+°*
u

[2521 ]
——a;6,5a
177

<

[a—
(=]

80 cm

45m

[a—
[

[a—
()

60°

13| 3—

[a—
=[5
NeRIRN|

~|q

OO

[
9]

[
(=)

95 mm

117] 2,17¢

Uznajte vysledky, ktoré sa lisia od uvedenej hodnoty o najviac 0,01 g.

18] X

4dm

https://physics.naboj.org/ 42 info-hu@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-hu@physics.naboj.org

Edngs 21. Néboj Fizika, 2018 Vilaszok

gl

230,9 km. Accept values between 229,9 km and 231,9 km.

Dbajte na to, aby odovzdané grafy mali vyznacené vsetky dolezité hodnoty na osiach, sipky popisujtice
priebeh deja mali spravny smer a linedry aj odmocniny po predlzeni prechddzali cez pociatok. Pokojne sa pytajte
rieSitelov na tvar kriviek, tzn. ¢i naozaj vedia, Ze sii to odmocniny.

A%
4V,

116 m?
nR3p
5

+tmy/1+ u?

arcsin(Mm “ )

4e

(1+.s)2

Megjegyzés: ha az eredmény reciprokat mutatjak be akkor rosszul irték fel az aranyt.

29,43 m/s.

1 - a mezd magnituddja azonos

1,6 dm?

Yol oava- (va-1f

0, a mez6 értéke nulla az adott pontban.

sing,

3538765 km?. Elfogadhaték a (3528 765 km?; 3 548 765 km?) kozti eredmények.
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T—\/_(n+\/_)

11
34| —=0,18¢
61

2
35| A konnyebb béka ér el6szor a csigahoz, ekkor a nehezebb béka tavolsaga a csigatdl gH

Pt
27TR

W
=)}

126
— MR?
275

W
4

(3R - a)zRLC) + (wR?C + wL) _U (3- “’ZLC)Z + (‘URC + w%) \/(3R2+w2L2) +(wR3C—2wRL+w3RL2C)>

W
o}

W
=]

R*+ w?R2[2 R+ 0?L? R+wiRL?
145 r
32y
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