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Trojsten
FKS, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili étenafi,

v ruce drzite sbirku uloh 21. ro¢niku Fyzikalniho Naboje. Ve sbirce se nachazi vSechny tlohy, se kterymi jste
se v roce 2018 mohli na soutézi potkat. K uloham prikladame i vzorova feseni, ze kterych se mizete mnohé
naucit. Pokud byste danému vzorovému reseni nerozuméli, nevahejte sa nam ozvat, vse objasnime.

Fyzikalni Naboj pokracuje ve své mezinarodni tradici. V roce 2018 se do Néaboje zapojily kromé Bratislavy
také Kosice, Praha, Ostrava, Budapest, Gdansk a Moskva. Vysledky vzajemného souboje si muzete prohléd-
nout na nasich strankach.

Tato sbirka by nikdy nevznikla bez vyrazné pomoci mnohych lidi, ktefi se konec koncti podileli na celém
vyvoji Fyzikalniho Néboje. Autofi Fyzikalniho Naboje jsou studenti Fakulty matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislavé a vétSina z nich se také aktivné podili na organizovani Fyzikalneho
koresponden¢ného seminara (FKS - https://fks.sk/).

V Ceské Republice s piekladem a organizaci pomohli prevazné studenti Matematicko-fyzikalni fakulty, ktefi
se podileji na ¢eskeé verzi FKS, tedy FYKOSu.

FYKOS je korespondencni fyzikdlni soutéz. Priblizné jednou za mésic zverejiujeme zajimavé fyzikdlni iilohy,
jejichz feseni ndm miiZete poslat bud postou nebo elektronicky. My vam priklady obodujeme, opravime a po-
sleme zpét. Ty nejlepsi z vds zveme na zacdatku a na konci skolniho roku na tydenni zazitkové soustredéni. Vice
informaci najdete na strance https://fykos.cz/.

Za finan¢ni pomoc dékujeme firmam ESET a PosAm a za mezinarodni spolupraci lokalnim organizatortim:
Robert Hajduk (za Kosice), Daniel Dupkala (za Prahu), Lenka Plachtov (za Ostravu), Agnes Kis-Té6th (za
Budapest), Kamil Zmudziniski (za Gdanisk) a Patrik Lamo§ (za Moskvu). Ve jméné celého organiza¢niho
tymu véfime, Ze jste si v roce 2018 Fyzikalni Naboj uzili a doufame, ze vas vSechny uvidime i pristi rok! At
uz v roli soutézicich, nebo novych organizatora.

Daniel Dupkala - hlavni organizdtor v CR

Jaroslav Valovéan - hlavni organizdtor

Sbirku sestavili:

Matej Badin matob@fks.sk Justina Novakova plys@fks.sk
Martin Balaz kvik@fks.sk Kristian Salata kiko@fks.sk
Katarina Dancejova katkad@fks.sk Adam Skrlec adam@fks.sk
Matas Jenca matus. jenca@fks.sk Jaroslav Valovéan  jaro@fks.sk
Dusan Kavicky dusan@fks.sk Madria Zelenayova majka@fks.sk
Simon Micky simon@fks.sk

Vysledky soutéze, archiv uloh a dalsi informace najdete na strance https://physics.naboj.org/.
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Zadani

[ 1| Ferda mravenec sedi na rohu kvidru s rozméry a x b x ¢, ptitemz a < b < c. Rad by se dostal z bodu A
do bodu B co nejrychleji! Rychlost jeho pohybu je v. Jak dlouho mu to bude trvat?

A

Andrej se udi jezdit na jednokolce. Z grafu vidime, jakou rychlosti se pohyboval po dobu jedné svoji
jizdy. Vypocitejte jeho priimérnou rychlost v m/s.

Vysledek odevzdavejte s presnosti na alespori dvé desetinnd mista.
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Michal a Mirek se vydali stopem do Krakova. Michal se postavil na misto, kde v kyZeném sméru projiz-
déji auta s frekvenci 50 aut za minutu. Mirek se postavil na misto s frekvenci 25 aut za minutu. Z Michalova
mista bude cesta do Krakova trvat 100 minut, z Mirkova 90 minut. Kdo prijede do Krakova statisticky drive
a o kolik, pokud ze zkus$enosti védi, ze stoparovi zastavi kazdé dvousté auto?

[ 4 | Babi¢ka od Migi vlahvi objevila nezndmy alkoholicky népoj. Zjistila, Ze je v ném 40 objemovych procent
alkoholu a zbytek tvorfi prakticky sama voda. Kolik je to hmotnostnich procent, pokud je hustota ethanolu
790 kg/m3?

Vysledek odevzdavejte s presnosti na desetiny hmotnostnich procent.

Stépan jede autem z Ttince do Brna. Z klidu rovnomérné zrychluje na maximalni povolenou rychlost,
tou néjaky cas jede a nakonec rovnomérné brzdi az do zastaveni. Zrychlovani a zpomalovani mu trvalo
dohromady cas t;. Cestou zpét spéchd, ale nesmi prekrocit maximalni povolenou rychlost, takze jediné, co
mu zbyva, je zrychlovat a brzdit prudceji. Zrychlovani a zpomalovani cestou zpét mu trvalo dohromady cas
t, < t;. O kolik méné mu trvala cesta zpét, nez cesta tam?

| 6 | Zahradni postiikova¢ sttika vodu hustoty p z trysky o poloméru r rychlosti v svisle vzhiiru. Jaka je
hmotnost vody, kterd se v libovolném okamziku nachazi ve vzduchu?
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Vasek se ostycha. A nedoufa. Nabere v§ak odvahu a ptijde k pultu.
“Mate duté cihly?”

Na jeho obrovskou radost prodava¢ nezavola bezpecnostni sluzbu jako obvykle, ale odpovi s nad$enym
usmeévem:

“Samozrejmé! Jakou velikost byste racil?”
Vasek ma ted na vybér z dokonale dutych (tedy zcela prazdnych) cihel s délkami stran k, 2k a 4k. Plo$na hus-
tota materialu, ze kterého jsou vyrobeny, je 0,04 kg/m?. Vasek v§ak chce, aby jeho prvni dutd cihla byla né¢im

vyjime¢nd. Naptiklad tim, Ze se bude ve vzduchu s hustotou 1,3 kg/m? volné vznaset. Jaky bude parametr k
cihly, ktera mu jeho prani splni?

Vysledek odevzdejte s presnosti na centimetry.

Jachym si béhem horkého letniho dne nalil sviij oblibeny perlivy nédpoj. Na hladiné se vytvofila vrstva
pény. Vrsek pény klesa rychlosti u a hladina stoupa rychlosti v. Jaky objemovy podil pény tvoii vzduch?

[ 9 | Od ptistiho roku by se Naboj mohl konat také v oceanech. Ale bez vhodného Zezla tam nikdo nebude

organizatory brat vazné. Najdéte souradnice tézisté trojzubce, pokud je ctvercova sit tvorena ¢tverci s rozméry
axa.

Odevzdejte vysledek ve tvaru zlomku.

[0,0]

Ve vézi v Minas Tirith se ve vy$ce 3 m utrhl vytah. V kabiné vytahu stoji ubohy hobit. Protoze je fy-
zikalné vzdélany, vi, Ze se ndraz trochu zmirni, jestlize tésné pred dopadem vyskoci. Kdyz je hobit na zemi,
dokaze vyskocit do vysky 0,7 m.

Z jaké vysky by musel spadnout mimo vytah, aby byla jeho rychlost dopadu stejna jako po vyskoku ve vy-
tahu? Hobit vysko¢i v nejpozdéjsim mozném okamziku a jeho hmotnost je vii¢i hmotnosti kabiny vytahu
zanedbatelna.

Vysledek odevzddvejte s presnosti na cm.

Spagetka sa z¢&istajasna ocitla ponotena ve velkém jezefe. Avak dfiv, nez si tuto situaci stihla nalezité
uzit, ji ptirodni sily opét vymrstily nahoru. Spagetka ma hustotu 200 kg/m? a pii lehké nelichotivosti ji ma-
zeme povazovat za valec s polomérem podstavy 0,3 m a vyskou 1,8 m. Do jaké nejvétsi vysky nad hladinu se
dostala jeji horni podstava, jestlize se na zac¢atku vznasela tésné pod hladinou?

Predpoklddejte, Ze Spagetka byla po celou dobu pohybu ve vertikdlni poloze. Efekty proudéni vody a povrchové
napéti neuvazujte.
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Ty¢ délky L s hmotnosti 2m je pfipevnéna jednim koncem ke stolu tak, Ze se mize voln¢ otacet kolem
vodorovné osy. Na jejim volném konci je pfivazano nehmotné lano, které bez tfeni visi pres okraj stolu. Na
ném je privazano zavazi s hmotnosti m. Vzdalenost upevnéného konce tyce od hrany stolu je také L. Jaky
uhel musi svirat ty¢ se stolem, aby byla v labilni rovnovazné poloze?

Elektrikar Fero ve své zasuvce s harampadim nasel nékolik dokonalych soucastek (rezistory s odporem
R, kondenzatory s kapacitou C, civky s induk¢nosti L, dokonalé vodice a ampérmetr) a postavil si z nich
obvod. Potom ho pfipojil na zdroj stejnosmérného napéti U. Jaky proud ukazuje ampérmetr?

—
NY\_I_:}__

[
T

Matous se pred grilovackou rozhodl zastresit si sviij zahradni altdanek. K dispozici ma desku tvaru pra-
vouhlého rovnoramenného trojuhelniku, kterou chce polozit na dvé kolmé stény altanku. Zacal ji vysouvat
podél uhlopricky smérem od rohu, jako je nakresleno na obrazku, az dosahl maximalni mozné vzdalenosti,
za kterou by se uz stiecha prevazila. Jaka cast stiechy ted zakryva vnitfek altdnku?
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Cestovatel Jachym se ztratil v pousti a jediné, co s sebou ma, je sklenény hranol se ¢tvercovou podstavou
s hranou délky 10 cm, vysky 20 cm a s indexem lomu 1,5. Jeho horni podstava je z neznamych diivodt natfena
na cerno.

Za par dni si v8iml, Ze stin podstavy je obvykle podstatné mensi, nez samotnd podstava. Jak nejvyse (dhlové)
muze byt Slunce na obloze, aby podstava nevrhala na zem zadny stin?

Teplota na dné more hlubokého 1 km je 4 °C. Rybicka Dory pomalu plave v této hloubce. Pfemyslejic
nad smyslem Zivota vypusti bublinu s polomérem 2 cm, ktera zac¢ne stoupat na povrch. Jaky bude polomér
bubliny tésné pod hladinou, kdyz teplota vody na povrchu je 18 °C? Uvazujte, Ze je voda nestlacitelnd a ze
je prispévek kapilarniho tlaku k celkovému tlaku v bubliné zanedbatelny. Dale pfedpokladejte, ze vzduch v
bubliné se okamzité zahfiva na teplotu okolni vody.

Vysledek odevzdejte s presnosti na milimetry.
Filip se dal na adrenalinové sporty. Minulou zimu se rozhodl, Ze vyzkousi skoky na lyzich. Vydal se
k mustku, ktery je zobrazen na obrazku. Ten za¢ina naklonénou rovinou dlouhou 50 m se sklonem 43°, ktera

plynule prechazi do kruznicového oblouku dlouhého 50 m, ktery na konci svira s vodorovnym smérem uhel
13°. Jaké maximalni pfetiZeni plisobi na Filipa béhem jizdy po mustku?

PretiZenti je definovdno jako zrychleni télesa ku zrychleni pti volném pddu.

50m

15N

13°

Mat¢j rad skdce bungee-jumping. S prazdnym Zaludkem ma hmotnost M a po seskoku kmitd s periodou
T. Kolik palacinek o hmotnosti m musi snist, aby se perioda jeho pohybu prodlouzila o polovinu?

Katka byla tento rok na dovolené v Egypté. Po navratu domu si z osmi stejnych drati s délkovym
odporem & a délkou L poskladala tuto “odpornou” pyramidu. Jaky je pomér odport mezi dvojicemi bodu
A-BaA-C?

Kvik nedavno zase ocumoval vzdalené galaxie. Protoze vyhled ze Slovenska ho uz omrzel, vydal se do
exotictéjsich krajin. Jak tak lezi pfimo na rovniku, naraz zahlédne nad zapadnim horizontem satelit, ktery
to mél namifeno pfimo na vychod presné pres néj. Prelet satelitu od zapadniho po vychodni horizont trval
presné 8 minut. Jak vysoko nad Zemi prelétal satelit? Pfedpokladejte, Ze se pohyboval po kruhové trajektorii.
Nezapomerite na rotaci Zemeé!

Tato tiloha nemd analytické teseni. Budou akceptovdna fesent, kterd se od presného lisi maximalné o 1 km.
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S idealnim plynem s pocate¢nim tlakem p,, objemem V| a teplotou T se uskute¢nil kruhovy déj zob-
razeny v pV-diagramu. Prekreslete tento déj do VT-diagramu. Mnozstvi pracovniho plynu se béhem déje
neménilo. Nezapomente na osach vyznacit vSechny podstatné hodnoty.

p
2 . 3
2p0.. ;
1
BT R %
v, 4, VvV

V nekone¢ném deskovém kondenzatoru se vzdalenosti desek 1 m a intenzitou elektrického pole 1 uV/m
je na spodni elektrodé umistény izotropni zdroj elektroni. Elektrony z ného vylétavaji rychlosti 1 km/s na
vSechny strany. Na jak velkou plochu desek kondenzatoru dopadaji?

Vysledek uvedte s presnosti na m>.

1uV/m 1km/s lm

N

Katarina uz vic varit nebude! Dutou nadobu ve tvaru polokoule s polomérem R otocila dnem vzhtru
a vyvrtala do ni diru. Nésledné zacala do diry lit vodu s hustotou p. Dfiv, neZ by se nadoba naplnila, voda
nadobu nadzdvihla a pretekla pod jeji sténou. Jakd nejvétsi mohla byt hmotnost nadoby, aby tahle situace

mohla nastat?
R +

V dutém sudu hmotnosti M mame volné polozZeny syr tvaru kvadru o hmotnosti m. Koeficient tfeni
mezi sudem a syrem je p. Sud se syrem polozime na strmy kopec. Jaky mutize byt jeho maximalni sklon «,
abychom na néj sud dokazali postavit, aniz by se skutalel? Tfeni mezi sudem a svahem kopce je dostatecné
velké na to, aby sud neprokluzoval.

M
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Do deskového kondenzatoru jsme umistili dielektrikum s relativni permitivitou £ dvéma rtiznymi zpt-
soby. Nejdfiv jsme vyplnili jeho horni polovinu a potom jeho pravou polovinu. Jaky je pomér kapacit v
prvnim a druhém pripadé?

Stépan, Matéj a Jachym jsou v Krkonosich na vrcholu Snézky. V usili donutit Jachyma byt alespon chvili
ticho a poslouchat, navrhl Stépan hru na vétromeér. Rozestavi se do tfi vrchold ¢tverce o strané 90 m tak, ze
Stépan a Matéj jsou na jeho tihlopti¢ce. Pak oba zaénou kficet, pi¢emz Jachym poslouchd a zapise si &as, za
ktery zvukovy projev Stépana (255 ms) a Matéje (285 ms) dorazi k nému.

Stépan to ale nedomyslel: v rdmci zabezpeceni funkénosti vétroméru musi i s Matéjem poslouchat Jachyma,
piicemz ke Stépanovi zvuk dosel za 304 ms a k Matéjovi za 272 ms. Jakd je rychlost vétru na Snézce? Rychlost
zvuku v krkonosském vzduchu neni nasim tfem kolegiim znama.

Vysledek udavejte s presnosti na desetiny m/s.

Odporové sité z krychli uz nikoho nebavi. Namisto toho se Mat¢j rozhodl méfit velikost magnetickych
poli. Kdyz proud tekl okolo jedné strany krychle, Mat¢j v jejim stfedu naméfil intenzitu B,. Rozhodl se vam
vsak poradné zavarit a vyformoval vodi¢ do nového tvaru. Kolikrat vét$i bude intenzita magnetického pole
uprostred krychle oproti prvnimu pripadu?

B1 B2

Jimi se pohybuje po §ikmé plose. Jednou si koupil mléko v krabici tvaru kvadru se ¢tvercovou podstavou
o hrané délky 1 dm a vysce 3 dm. Jimi ted chce z krabice upit, a poté ji postavit na naklonénou rovinu se
sklonem 30° tak, ze hrana podstavy je rovnobézna s vrstevnici. Maximalné kolik mléka v ni mtize nechat,
aby stabilné stala?

Planeta obiha okolo svoji hvézdy po kruhové draze. Poklidné vesmirné okoli vak uz neni, co byvalo:
vSude prolitaji otravné asteroidy, vyhasinajici hvézda sviti stale silnéji a blizka civilizace vypousti stale vice
navigac¢nich satelitti a skfehotajicich elektromobiltl. No neni divu, Ze to planeta s nervy nevydrzi a ze samého
rozéileni se roztrhne na dva kusy.

Oba kusy se stale pohybuji v ptivodni roviné obéhu, ale uz po parabolickych drahach, jejichz perihelia od-
povidaji poloze planety v okamziku exploze. Jaky je pomér hmotnosti lehci a tézsi ¢asti?
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Glum si v ramci kraceni dlouhé chvile ve svém podzemnim jezirku hral s elektronickymi soucastkami.
Vzal svij oblibeny prsten s polomérem R, délkovym odporem A a pfipojil na néj zdroj jednosmérného napéti
U tak, Ze spojnice kontakt drat na prstenu s jeho stfedem sviraly thel ¢. Nasledné zméfil magnetickou
indukci v jeho stiedu. Co naméfil?

U

Vitek se zabyval matematickym kyvadlem. Nejprve ho umistil mezi dvé rovnobézné desky, aby omezil
jeho pohyb na rovinny. Potom ho roztocil i s deskami kolem vertikalni osy konstantni tthlovou rychlosti.
Kyvadlo se ustalilo v rovnovazné poloze odchylené o tihel ¢, > 0 od svislého sméru. Potom do ného jem-
né tukl a kyvadlo zacalo kmitat okolo své rovnovazné polohy. Urcete pomér periody obéhu kyvadla okolo
vertikdlni osy a periody téchto malych kmitt.

Zemeéplocha ma tvar nekonecné, rovné placky, nad kterou se ve vysce h = 500 km vznasi kulaté Slunce
o poloméru R, = 10 km a teploté T, = 5777 K. Kdesi pod Sluncem se vytvorila obyvatelna zéna, tedy plocha,
kde se rovnovazna teplota pohybuje v rozpéti 0 — 30 °C. Jaka je jeji rozloha?

Slunce i Zeméplocha vyzatuji jako absolutné cernd télesa. Zeméplocha velmi spatné vede teplo a vyzatuje pouze
do poloprostoru nad ni. Uhlovou velikost Slunce pti pohledu ze Zeméplochy zanedbejte. Uzndna budou tesent,
kterd se od spravné hodnoty nelisi o vice nez 10 000 km?.

Astronaut stoji na nevelkém kulatém asteroidu o hmotnosti M a poloméru R. Povrch asteroidu vsak
neni bohaty na vzrusujici udalosti. A protoze si pres skafandr ani nehty ohryzat nemitize, po chvili ze samé
nudy za¢ne poskakovat. Uréitou rychlosti vyskoci pod tthlem 45° vii¢i povrchu a vznese se do prostoru. Po
chvili ptistane ve vzdalenosti ¢tvrtiny obvodu asteroidu. Jak dlouho trval jeho let?

Uvazujte, Ze hmotnost asteroidu je mnohem vétsi neZ hmotnost astronauta.
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Z Kvika se vyklubal silni¢ni pirat. Nadarmo na néj Jaro volal “stuj, stdj, Cervena!”, on si to vesele taroval
dal. Az kdyz prejel pres ktizovatku, zacal premyslet, jak by se vymluvil, kdyby ho zastavili policisté. Jak rychle
by musel vjizdét do ktizovatky, aby vidél ¢ervené svétlo jako zelené? VInova délka zeleného svétla je 550 nm
a cerveného svétla 660 nm.

Vysledek odevzdavejte jako zlomek rychlosti svétla.

Rosni¢ka Danka a ropusak Dano visi na lané zavéseném pres kladku, pricemz jsou od ni oba vzdaleni H.
Dano je dvakrat tézsi nez Danka. Aby se soustava nehybala, na Danciné strané jsme k lanu pfipevnili zavazi
se stejnou hmotnosti. Kdyz Dano ani po ¢tvrtém upozornéni neprestal kvakat, Danka zacala $plhat nahoru
konstantni rychlosti vzhledem k lanu. Kterd Zédba se dostane ke kladce diiv a jak daleko od ni v tu chvili bude
druha zaba?

Rapper Sajmon si za svoje tézko vydélané penize koupil luxusni kabriolet s dokonale lesklymi pochro-
movanymi koly s polomérem R. Kdyz dovnitf kola zasviti laserem v roviné kolmé na jeho osu, paprsek se
odrazi od stén prakticky nekone¢né dlouho. Jak velka tahova sila napina obruc kola, je-li vykon Sajmonova
laseru P a sviti-li jim po dobu ¢ pod thlem a?

Samko si v obchod¢ koupil velkou cibuli. Zapomnél ji véak na balkéné a ¢ast vnittku mu seschla. Cibule
ted vypada jako koule o poloméru R, ve které je prazdna koule o poloméru 2R. V této dutiné je opét plna

koule o poloméru (%)2 R, ve které je dutina o poloméru (%)3 R.V této dutiné je opét plna koule, a tak dale...

Jaky je moment setrva¢nosti cibule okolo osy symetrie zobrazené na obrazku, jestlize jeji hmotnost je M?

Elektrikar Fero opét vzal sviij stary znamy obvod (rezistory s odporem R, kondenzatory s kapacitou
C, civky s induk¢nosti L, dokonalé vodice a ampérmetr). Tentokrat ho zapojil na zdroj sttidavého napéti s
amplitudou U a thlovou frekvenci w. Jakou amplitudu proudu ukazuje ampérmetr?
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Vozka Dan zapadl se svym vozem v jamé s polomérem 5r. Kdyz se ho pokousel vytahnout, odtrhl jedno
z kol s polomérem r a navic do néj udélal kulatou diru s polomérem r/2, jak lze vidét na obrazku. Zaujalo
ho, ze odtrhnuté kolo pti prevalovani po dné jamy vykonava kmitavy pohyb. Jaka je perioda malych kmitt
rozbitého kola?

Helboj chce dobyvat stredovéké hrady. Z posledni navstévy v nejmenovaném $védském obchodé si
pfinesl TREBOCHET - nehmotnou ty¢ délky L, zavazi o hmotnosti M, projektil o hmotnosti m a kloub,
okolo kterého se md ty¢ otdcet. V navodu viak zapomneéli zminit, kam je tfeba kloub umistit. Jak daleko od
protizavazi jej ma pripevnit, aby bylo obvodové zrychleni projektilu po uvolnéni protizavazi maximalni?

M
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Vzorova resSeni

[ 1 ] Dostat se na protilehly roh nejkratii cestou neni pro mravence viibec zadny problém! Staéi si rozlozit
povrch kvadru na sit a najit spojnici bodit A a B. Zptisobii je viak vice a kazdy vede k jinému vysledku, takze
musime najit nejlepsi.

Délky spojnic na siti jsou podle Pythagorovy véty

si=\(a+b)’+2, ss=\/(b+c)’+a® a s3=1\/(c+a)’ +b

Podle zadani v8ak plati a < b < c. Nejkratsi z cest je ta, ktera odpovida uhlopfi¢ce obdélniku nejvice podob-
nému ¢tverci. V naSem piipadé to je s; a pro vysledny ¢as mravence potom plati

\/(a+b)2+c2.

14

t=

Priimérna rychlost se pocita jako pomér celkové drahy k celkovému ¢asu. Celkovy ¢as ptimo odecteme
z grafu a celkovou drahu muZzeme vypocitat jako obsah plochy pod kfivkou, coz je:

12-10 15-5)-4 18-10)-6 32
== 4 ) +5-4+10-4+%+10-6+18-4+(32—ﬂT)+15-3i342,931.
Po dosazeni dostavame
s 342931 m
=-=—+—— 210,39 m/s.
t 33s

Pro reSeni tohoto prikladu staci zjistit, za jaky ¢as hochtim v priméru zastavi auto, a potom uz jen
pripocteme cas jejich jizdy do Krakova. Vime, Ze v priiméru zastavi kazdé dvousté auto, takze prameérny cas
200 i 1o T 1T e e 2sY 1Nt

zastaveni vypocitdme jako ==, pokud okolo projizdéji auta s frekvenci k.

Takhle jednoduse dostavame vysledek: Michal pfijede do Krakova v priméru za % + 100 = 104 minut a
Mirek za 22 + 90 = 98 minut. Odpovédi je tedy, ze Mirek pfijede do Krakova o $est minut diiv.
[ 4 | Nejprve si musime uvédomit, co je to objemové procento. V nasem ptipadé je to pomér objemu etha-
nolu a celého objemu népoje, ktery babicka nasla. Objemové procento se da prevést na hmotnostni procento
(jinak feceno hmotnostni zlomek), pokud zname hustotou ethanolu a hustotu napoje. Hmotnostni procento
si oznacime p:

Vetpet _ Mt

% - - e
népojP napoj Magpoj

Ze zadani zname hustotu ethanolu, hustotu napoje dopocitame. Napoj, ktery babicka “objevila’, je slozeny z
vody a alkoholu. Zname hmotnostni procento ethanolu, zbytek je voda:

Pnépoj = 0’4petanol + O’6Pv0da’

Paipoj = 04+ 790 kg/m® + 0,6 - 1000 kg/m®,

Pripoj = 916 kg/m”.
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Toto dosadime do vyrazu pro hmotnostni procento:

Q — Vetpet — 0’4 pet ,
Vnépojp napoj p napoj
790 kg/m3
p=0,4x 20xg/m’
916 kg/m?

0 = 0,345 = 34,5 %.
Népoj tedy obsahuje zhruba 34,5 hmotnostnich procent alkoholu.

Stejné jako pfi vSech podobnych tlohdch, zakladem je nakreslit si graf a spocitat drahu jako plochu pod
nim. Ze zadani vyplyva, zZe graf bude mit tvar lichobéznika. Vzpomeneme si na vzorec na obsah lichobéznika:

_ v(a+c)
2

b

kde a a c jsou zdkladny lichobéznika a v je jeho vyska.

/ \

)/ \
——>
TT t

Obrazek 1: Priibéh rychlosti

Protoze cesta tam a cesta zpét jsou stejné dlouhé, také plochy pod grafem se v obou ptipadech musi rovnat:

(2T1 - tl) v _ (2T2 - tz) 14
2 - 2 ’

kde T, je celkovy cas cesty tam, T, je ¢as cesty zpét a v je maximalni rychlost. Z této rovnice uz dokazeme
vyjadrit rozdil cast
h-t

TI—TZZ 5 .

| 6 | Vime, Ze voda z posttikovace vystiikuje rychlosti v. Kazdy kousek vody si miizeme predstavit jako malé
télisko, které se pohybuje svisle vzhiiru rovnomérné zpomalenym pohybem se zpomalenim g. Cas, ktery
stravi voda ve vzduchu, vypocitame ze vzorce pro svisly vrh. Kinematicka rovnice pohybu vystfiknutého
kousku vody je

1
0 = vt — —gf?,
2g

https://physics.naboj.org/ 12 info-cz@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-cz@physics.naboj.org

Z v
ke 21. Fyzikdlni Naboj, 2018 Vzorovad reseni

z ¢ehoz dostavame ¢as pobytu vody ve vzduchu

Ted staci vypocitat mnozstvi vody, které za tento cas protece tryskou. Zname rychlost, polomér i hustotu
vody, takze muzeme vyjadrfit hmotnostni pritok Q,, = nr?vp. Hmotnost vody ve vzduchu je ddna souc¢inem
prutoku a casu pobytu ve vzduchu, takze

_2nr*vip
P

Podle Archimédova zédkona na cihlu ve vzduchu ptisobi kromé tihové sily i vztlakova sila. Aby se cihla
ve vzduchu vznasela, tyto dvé sily musi mit stejnou velikost, tedy

p,Vg=mg,

kde p, je hustota vzduchu. Objem cihly bude V' = k - 2k - 4k = 8k*>. Hmotnost spocitame jako soucin obsahu
povrchu cihly a plosné hustoty o

m=0-2(k-2k+k-4k + 2k - 4k) = 28k*0.

Po dosazeni hmotnosti a objemu do prvniho vzorce dostavame
70
k=—=10,77cm =11 cm.
2p,

Necht véechna péna klesne za néjaky cas t. Ve sklenici tak pribude sloupec napoje vysoky vt a sloupec
vzduchu vysoky ut, pficemz pény celkové ptivodné bylo (u + v) t. Vzduch tedy tvofil -*- objemu pény.
[ 9 | Tezisté komplikovanéjiiho télesa spocitime podle momentové véty nasledovné:

X mMiX, + MyX, + M3Xz + ... + MyX,

m;+m,+msz+..+m,

B mi)1 + myy, + ms)s + ...+ MyYy
My +my+ms+..+m,

Y

vvvvv

Zatnéme s x-ovou slozkou tézisté. Rozdélme si trojzubec na mensi ¢asti, jejichz hmotnosti a polohy tézist
dokazeme jednoduse vycist z obrazku. Pro ¢tverce a obdélniky to je jejich geometricky stfed, pro trojihelniky

Y Vv

vypada dosazeni naslednovné:

3
16m +3m+9m+ 3im 177

B 16m-10a+2m-17,5a+2-%-”*gﬂa+3-3m-l9,5a+3-%-wa 2521

a=14,242a.

Y Vv

S y-ovou souradnici tézisté to budeme mit jednodussi, staci si vSimnout, Ze trojzubec je symetricky vzhledem

Y Vv

13
Y=—a=65a.
2
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Ubohy hobit tésné pred dopadem vytahu vyskoc¢i doufajic, Ze mu to pomiize prezit. Ma vsak ale sku-
te¢né pravdu? Pti vyskoku ze zemského povrchu hobit vyskoci do vysky h, jeho svaly tedy efektivné vykonaly
praci W = mgh. Po kratkém zamysleni si méizeme uvédomit, Ze ve vytahu se déje to samé. Protoze hmot-
nost vytahu je mnohem vétsi nez hmotnost hobita, mnozZstvi energie, kterou hobit odevzda vytahu, bude
zanedbatelné malé, stejné jako pri vyskoku ze zemé.

Vysledna rychlost, kterou bude mit hobit pfi dopadu, bude tedy rovna rozdilu rychlosti vytahu a rychlosti
pfi vyskoku ze zemé. Z kinematickych rovnic tedy plyne:

Vdopad = Vvytah — Vvyskok = \/ ng RV Zgh = \/Z—g(\/ITI - \/ﬁ) >

kde H je vyska, ze které pada vytah a h je vyska, do které dokaze vyskocit hobit na zemi. Abychom ziskali
vysku, ze které by hobit volnym padem doséhl stejné rychlosti, staci do vzorce pro volny pad dosadit vgqpad-
Dostaneme
2
2 2¢(VH-Vh 2
-2 WRWVEEVR) _(mevay
28 2g

Nakonec dosadime hodnoty ze zadani, tedy h = 0,7 m a H = 3 m. Zjistime, Ze pokud hobit vyskoci, jeho
rychlost dopadu bude odpovidat padu z vysky 80 cm, coz mu pravdépodobné zachrani Zivot.

Tuto tlohu dokazeme vyfresit porovnanim energie soustavy na zacatku a pfi dosazeni maximalni vysky.
Oznac¢me vysku Spagetky h, jeji hustotu p, a jeji objem V. Kdyz se Spagetka vynoti, jeji piivodni misto zaujme
voda. Stanovme si nulovou hladinu energie v bodé, ktery je v hloubce h/2 pod vodni hladinou.

Y Vv

E, = Vgxp..

Jejich porovnanim ziskdme vysku x

h
vagg =Vgxp, = x-= Py 4,5 m.

2p,

Y Vv

Je to vyska tézisté nad referencni hladinou a jeji hodnota je samozfejmé stejna, jako vyska vrchni podstavy
nad vodni hladinou.

Je tfeba se zamyslet, kdy je soustava v rovnovaze. Jediné, co miize ty¢ uvést do pohybu, je moment sily,
kterym zavazi ptisobi na ty¢ a moment tihové sily tyce. Soustava bude v rovnovaze, kdyz se tyto momenty
budou rovnat. Poc¢itejme momenty vzhledem k bodu O.
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Obrazek 2: Situace na stole se zakreslenymi silami.

Rameno tihové sily ty¢e Fg; je % cos o, rameno tihové sily zavazi Fg, je Lsin . Aby byla ty¢ v rovnovéze, musi
platit

Ml = MZ)
L .
2mg cos as = mgL sin 3,

sinf = cosa,
Ze zadani vime, Ze lano s ty¢i tvofi rovnoramenny trojuhelnik. Z toho, Ze soucet vnitfnich thla trojahelniku
je 180°, zjistime, Ze

2B+ (180° — a) = 180°,
2B =a.

Dostavame tedy rovnici

.«

sin — = cosa.
2

.7 M 7

Jeji feseni bud vidime okamzité, nebo si ho musime poctivé spocitat. Pro sinus polovi¢niho argumentu plati
sin § = /=522 Po drobnych tpravach mizeme rovnici upravit do podoby

2

) 1 1
cos“a+ —cosa—— =0,
2 2

coz je kvadraticka rovnice pro kosinus. Jejim feSenim je

AW

+

-

cosS«x = —

<« »

Nés bude zajimat feSeni se znaménkem “+”, protoze je zfejmé, ze hledany uhel je z intervalu (0; g) Tomu
odpovida thel

1
o = arccos 2 = 60°.
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Proud, ktery protéka ampérmetrem, zjistime pomérné jednoduse. Protoze se nachazi v hlavni vétvi
hned vedle zdroje, sta¢i nam zjistit, jaky je celkovy odpor zapojeni. To sice vypada na prvni pohled pomér-
né komplikovangé, ale protoze je v ném zapojeny pouze zdroj stejnosmérného napéti, miizeme ho vyrazné
zjednodusit.

Kondenzatory se ve stejnosmérném obvodu chovaji, jako by tam nebyly - proud pfes né netece, jsou jednodu-
$e mezerou v obvodu. Naopak civky se chovaji jako dokonalé vodice a nekladou zadny odpor. To znamena, ze
v celém Ferové zapojeni staci uvazovat jen tfi paralelné zapojené rezistory s odporem R, zdroj a ampérmetr.
Odpor celého zapojeni je trividlné & a ampérmetr tedy bude ukazovat hodnotu proudu

U
=3=.
R

I=

wim|

Na stfechu pusobi tihova sila v jejim téZisti a reakéni sila od stén. Aby stfecha nespadla, soucet ptiso-
bicich momentt sil musi byt nulovy. Osou otaceni bude spojnice bodi, které ji podpiraji. V pfipadé maxi-
malniho mozného vysunuti stfechy bude jeji tézisté na této spojnici.

Ted je tieba vypocitat plochu, kterou stfecha zakryje. Jednodussi bude vypocitat plochu malych trojuhelnickt
a odecist je od plochy velkého S; = %2, kde a oznacuje délku odvésny. KdyZ se nad tim zamyslime, mizeme z
podobnosti trojuhelnikii urcit, Ze malé trojihelnicky budou také pravouhlé a rovnoramenné (viz obrazek).
Dale vyuzijeme, Ze téznice rovnoramenného trojuhelniku je zaroven jeho vyskou a osou thlu protilehlého
zakladné. Tézisté se nachazi v jedné tretiné téznice, blizsi k prislusné zdkladné. To znamend, Ze vSechny
rozméry mensSich trojuhelnikd jsou tfetinové.

Obrazek 3: Maximdlné vysunutd strecha

Proto obsah stfechy bez trojihelnikid mtizeme vypocitat jako

2 1 2 2 7
sJ‘—_z.(_) T p
2 3 2 18

Cast sttechy pokryvajici altinek je proto

Véru, nedostatek tekutin zptisobuje vselijaké preludy. Ve skutec¢nosti takovato situace nastat nikdy ne-
mize, kromé jednoho patologického ptipadu. Paprsek, ktery dopada na hranol pod uhlem «, hranol také
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pod uhlem « opusti. Vlivem hranolu tedy stin skute¢né zmensime, ale nikdy uplné nezmizi, ledaze by se
paprsky od Slunce $ifili horizontalné pod thlem 0°. Tehdy by zem nebyla viibec osvétlena, a tedy podstava
by urcité nevrhala na zem zadny stin.

Obrazek 4: Paprsky po prechodu hranolem

V bubliné je vzduch, ktery miizeme povazovat za idealni plyn. A jak vSichni vime, plati stavova rovnice
idedlniho plynu

pV = NkT,
kde p je tlak plynu, V je jeho objem a T je jeho teplota. N je pocet molekul v plynu, ktery je v nasem ptipadé

konstantni, a k je Boltzmannova konstanta. Stavovou rovnici tedy umime pfepsat na tvar % = konst. Nyni si
sta¢i uvédomit, jaké jsou tyto veli¢iny pro nasi bublinu na dné a pod hladinou. Polozime je do rovnosti

2% _ p2Va
T T,

Teploty T a T jsou zndmé ze zad4ni, objem V; vypocitime z poloméru bubliny jako V; = $7r;. Polomér r,

mame vypocitat. Proto si ho vyjadfime:
T
1 :rl{’/pl =
Tip>

Ted uz nam jen staci vypocitat tlaky. Na prvni pohled se zda, Zze mame jen hydrostaticky tlak p = hpg. To
vSak neni pravda, musime zapocitat i atmosféricky tlak, ktery ptisobi na hladiné mote. Pascaliv zakon fika,
ze tlak stoupne o hodnotu atmosférického tlaku p, v celém objemu kapaliny. Z toho vyplyva, Ze dostaneme
tlaky p; = hpg + p, a p» = pa- To uz jen dosadime do stavové rovnice a dostaneme

7’2:7’13 %(l‘l'hpig)
1 a

Ciselné vyjadiime vysledek z nasi rovnice. P¥itom si musime davat pozor na to, abychom dosadili termody-
namickou teplotu. Po dosazeni vSech hodnot ndm vyjde

r, = 9,5 cm.

Vsimnéte si, ze pfi pocitani jsme mohli zanedbat vliv povrchového napéti, nebot tlak zptisobeny povrchovym
napétim je priblizné o pét radti mensi nez atmosféricky tlak.

Nejprve si vyjasnéme, pro¢ by na Filipa mélo piisobit néjaké pretizeni, kdyz volné snizdi dolti po mtist-
ku. Po kratké uvaze si uvédomime, Ze v posledni fazi pfed odrazem se pohybuje po zakiiveném mistku,
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2

takZe na néj pisobi dostrediva sila F,. Velikost dostfedivého zrychleni je a; = %,

mustku.

kde R je polomér zakfiveni

30°
13°
R
d R
43° Fd“
! X
13°
.y v

se sklada z prevyseni naklonéné roviny dlouhé d = 50 m a prevyseni zakfivené casti, tedy

h=dsin43° + x.

S trochou trigonometrie bez vétsich problému dostaneme

x =R (cos13° - cos43°).

Dale vime, Ze na kruhovém oblouku dlouhém I = 50 m se sklon zméni o 30°. Na zdkladé toho dokdzeme
spocitat polomér kfivosti mtstku

R=-—.
Vi

Rychlost v okamziku vyskoku dostaneme ze zakona zachovéni energie. Plati, Ze 31> = gh. Pro odstfedivé

zrychleni proto miizeme pouzit vztah
V2 2h

adZE—Eg.

Vyuzijeme-li znamou geometrii miistku, miizeme psat

2 nd
=4 [dsin43° + R (cos13° — cos43°)] g = [5 sin43° + 2 (cos 13° — cos43°) [ g.
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Nezapominejme vsak, Ze Filip se nachazi v gravita¢nim poli Zemé. To znamena, ze k celkovému pretizeni
prispivaijeho titha — konkrétné jeji normalova slozka Fg, = Fg cos 13°. Pro vysledné pretizeni pak dostavame

d
a=ag+gcosl3®= (% sin43° + 3 cos 13° - 2cos43°)gi 2,17 g.

Elastické lano, které se pouziva na bungee jumping, se chova jako pruzinka, takze Matéjav pohyb mii-
zeme popsat jako pohyb harmonického oscilatoru. Perioda takového oscilatoru je obecné T = 271\/% . Pred

jidlem bude perioda Matéjova pohybu
| M
Tl =2n I

Po snézeni N palacinek bude kmitat s periodou

[ M+ N
T2:27T %

Ze zadani vime, Ze vyslednd perioda bude T, = 2T). V tom piipadé

32 M 5 M+ Nm
=2m\| — = n\/—,
2 k k

a po umocnéni

9M M+ Nm
4k kO
Nakonec uz jen vyjadiime
5M
N=—-—.
4m

Ze zadani jasné plyne, Ze je tfeba spocitat odpory jednotlivych zapojeni. Nejprve nas bude zajimat
odpor mezi body A a B. Odpor se nezméni, jestlize vrchol pyramidy nahradime dokonale vodivym dratem,
ktery spojuje vodice smeftujici od bodii A a B ke zbylym dvéma bodiim. Kdyz si uvédomime, zZe tento dokonaly
vodic¢ lezi na zrcadlové ose symetrie zapojeni, zjistime, Ze pfi zapojeni ke zdroji napéti je na obou koncich
dokonalého vodice stejny potencial. To znamena, ze jim nikdy nepotece proud a viibec nic se nestane, kdyz
ho prestfihneme. Ekvivalentni odporové schéma vypada nasledovné:

I I

Obrazek 5: Ekvivalentni odporové schéma mezi body A a B
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NABOJ

Nahradili jsme odpor kazdého odporového dratu rezistorem s odporem R = L a dokonalymi vodici. Vidime,
ze tohle uz je obycejné sériové-paralelni zapojeni. Vysledny odpor je

2R-R | 2RR

_ [ZR + 2R+R] 2R+R _ ER

- 2R-R 2R-R :
2R+ 2R+R 2R+R 15

AB

Pfi vypoctu odporu mezi body A a C pouzijeme stejny trik s prestfihnutim dratu jako v pfedchozim pripadé.
Tentokrat jsou na ose symetrie dva odporové vodice, které mtizeme zahodit. Tim pfichazime k nasledujicimu
ekvivalentnimu zapojeni

[—
ALH &

Obrazek 6: Ekvivalentnd odporovd schéma medzi bodmi A a C

Lehce vypocitame, Ze odpor je

2
RAC = 5R

To znamena, Ze hledany pomér odport nabyva hodnoty

Predpokladejme, Ze satelit leti ve vySce h nad povrchem Zemé po kruhové trajektorii. Na této orbité ho
drzi gravita¢ni sila, ktera pro néj plni funkci dostfedivé sily, proto mizeme psat

Mm

Gm=mw2(R+h),

kde R je polomér Zemé, M je jeji hmotnost, m je hmotnost satelitu a w je jeho obézna thlova rychlost. Odtud

GM
(R+h)*

20
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Obrazek 7: Satelit na orbité, pohled na jizni pél

Necht prelet satelitu trva T. Za tento cas satelit preleti thel ¢ = wT. Horizonty vidime pod thlem ¢ =
2arccos 5. Nezapomerime, Ze v diisledku rotace Zemé se Kvik jesté pootoci o dodate¢ny thel ® = QT,
kde Q je uhlova rychlost rotace Zemé. Kdyz to dame do rovnosti, dostaneme rovnici

GM R
—3T: QT + 2arccos —,
(R+h) R+h

ze které bychom radi vyjadrili neznamou vysku h.
A tady narazime na problém - dostali jsme rovnici, kterou neumime fesit analyticky. Proto ji budeme resit

numericky. Pouzijeme metodu binarniho vyhledavani. Za timto ucelem zadefinujeme funkci

GM
F(h) =+| ——=T- QT -2arccos

(R+h)
a budeme hledat jeji nulovy bod F(k) = 0.

R+h

Princip bindrniho vyhledavani je nasledujici. Nejprve odhadneme interval (a; b), ve kterém ocekévame, 7e
lezi koten rovnice. Vzhledem k tomu, Ze funkce F (h) je spojitd, tak F(a) - F(b) < 0, t. j. pokud znaménka na
koncich intervald jsou opa¢na, potom 3c € (a; b) : F(c) = 0.! Nésledné interval rozdélime na poloviny, ¢imz
dostaneme dvojici intervala (a; %l’) a (%b, b).

Jakmile mame to $tésti, ze F (%b) = 0, algoritmus ukonc¢ime. V opa¢ném pripadé pokrac¢ujeme prohledava-

nim jednoho z dvojice intervali - toho, ktery splni podminku, Ze v krajnich bodech intervalu jsou opa¢na
znaménka. Algoritmus ukonc¢ime, jakmile dosahneme pozadované presnosti. V nasem ptipadé zadani po-
zaduje presnost 1 km, coz znamena, ze skon¢ime, jakmile délka intervalu klesne pod tuto hodnotu.

Pojdme na véc. Zajima nas vyska letu satelitu. Ta je zfejmé mensi nez 1000 km, takze jako nas pocatecni
odhad muzeme pouzit interval (0 km; 1000 km). Chceme dosahnout pfesnosti 1 km. Vzhledem k tomu,

ze pri kazdé iteraci se zmensi velikost intervalu na polovinu, potfebujeme udélat alespon 10 iteraci, ¢imz

dosdhneme velikosti intervalu 129 < 1 km. Cely vypocet miizeme zapsat do tabulky.

"Navic funkce — arccos R%h je monotdnné rostouci na intervalu € [0; 0o ] a podobné  / % je monot6nné klesajici na tomto
intervalu, takZze feSeni rovnice F(c) = 0 bude pravé jedno.
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Iterace a [m] b [m] b [m] F(a) F(b) F(%2)
0 0 1000000 500000 0,56 -0,61 -0,27
1 0 500000 250000 0,56 -0,27 -0,02
10 230469 231445 230957 0,00048 -0,00073 -0,00013

Tabulka: Ukdzka feSeni bindrnim vyhledédvdnim

V desété iteraci jsme konecné dostali b — a < 1 km, takze jsme doséhli pozadované piesnosti. Jako fedeni
mizeme vzit hodnotu ze stfedu intervalu jako nase pfiblizné numerické feSeni h = 231,0 km. Pokud bychom
pokracovali dale, dostali bychom presné feseni h = 230,9 km.

Nez se pustime do prekreslovani pV-diagramu na VT-diagram, je nutné zjistit, jaké termodynamické
déje v plynu probihaji a jaké objemy a teploty ma plyn v jednotlivych fazich déje. Na to vS§echno nam bude
stacit rovnice idalniho plynu pV = NkT, kde N je neménny pocet castic.

ve v v7 o XX . v r . |4 %
o Pfipfechodu 1 - 2 v plynu roste tlak pfimo tmérné s objemem, takze ze stavové rovnice = = konst.

vyplyvé, ze objem a teplota se budou ménit podle zévislosti V oc /T a v bodu 2 bude mit plyn objem
2V, a teplotu 4T,

o Piiprechodu 2 — 3 vykonava plyn izobaricky déj, to znamena, Ze objem se méni pfimo imérné s tep-
lotou. V bodé 3 bude mit plyn objem 4V, a teplotu 8T

o Pii pfechodu 3 — 4 tlak v plynu klesa pfimo iumérné s objemem, takze zavislost objemu a teploty je
opét odmocninova a v bodé 4 ma plyn objem 2V a teplotu 27T,

o Piipfechodu 4 — 1 se objem méni opét linedrné s teplotou.

Pii prekreslovani na VT-diagram bychom uz neméli mit Zadny problém, staci si dat pozor na to, aby vSechny
ktivky po prodlouzeni prochézely pocatkem grafu. Piekresleny cyklus vypada nasledovné:

\%
A
L — .3
2\{)' _________ 4 i i
N vi%
' — ' ——t ' >
0 1 2T, 4T, 8T, T

Obrazek 8: Cyklus prekresleny do VT-diagramu

Protoze je uvazované elektrické pole homogenni, na v§echny vylétavajici elektrony bude smérem dola
pusobit konstantni sila velikosti Ee. Ta bude udélovat elektronim zrychleni a = Z—i Muizeme si také uvédo-
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mit, ze gravita¢ni sila ptisobici na elektrony je oproti elektrické sile zanedbatelnd. Cela soustava je rotacné
symetricka, proto se ve vypoc¢tu miizeme omezit jen na jeden fez obsahujici zdroj. Analogicky k $ikmému
vrhu v homogennim gravita¢nim poli 1ze soutadnice elektronu unikajictho ze zdroje pod thlem ¢ popsat
jako

X=vVt=vcos¢-t,

1 1
=y t——at’ =vsing -t — —at’.
Y= 2 % >

?
X

V zavislosti na pocatecni rychlosti a eleva¢nim uhlu elektronu mohou obecné nastat tfi pripady:

« elektron narazi do horni desky kondenzatoru;
« trajektorie elektronu se te¢né dotyka horni desky kondenzatoru;

o elektron nedosahne dostate¢né vysky na to, aby se dotkl horni desky kondenzatoru.

Podivejme sa na elektron, jeho? trajektorie se te¢né dotykd horni desky kondenzatoru. Letici elektron do-
sdhne své maximalni vysky v ¢ase
T Yy _ vsin @
a a

Kdyz tento ¢as dosadime do vzorce pro soutadnici y a polozime ji rovnou d, zjistime, pod jakym tthlem musi
byt vypustén elektron, aby své maximalni vy$ky dosahl pravé ve vysce desky.

vsin®gp  12sin¢  v?sin’ ¢

d

b

a 2a 2a

V2ad

¢ = arcsin

Dosazenim zadanych hodnot dostaneme thel ¢ = 36,37°. Tento thel je mensi nez 45°, coz znamena, Ze
vSechny elektrony, které by mohly doletét déle, narazi do horni desky. Kdyz dosadime tento thel spolu s
¢asem T do rovnice pro soufadnici x, zjistime, v jaké vzdalenosti od stfedu budou elektrony tésné mijet
horni desku
V2 cos @ sin ¢
Xp= ——————.
a

Vrchol trajektorie takového elektronu je ve vodorovné vzdalenosti x, od zdroje. Uvédomime-li si, Ze elektron
dosahne vrcholu trajektorie pfesné v poloviné urazené vodorovné vzdalenosti, zjistime, ze maximalni dolet
na spodni desce je x4 = 2xy,.

Po dosazeni hodnot ze zadani dostavame x;, = 2,715 m. Kdyz vezmeme v uvahu rota¢ni symetrii tlohy,
zjistime, Ze elektrony budou na horni desku dopadat do kruhu s polomérem 2,715 m a na dolni desku do
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kruhu s polomérem 5,43 m. Pro celkovou plochu dopadu tak dostavame vysledek
S=m(x}+x3) =5mx = 116 m”.

Podivejme se na to, jaka sila ptisobi na podlozku. Musi to byt soucet reakce na tithovou silu misky
Fimisa = Mg a tthovou silu vody Fyoq, = 277R?pg.

Ted se zamysleme, jaka sila zptisobi zdvihnuti misky. Je tfeba si uvédomit, jakou tulohu hraje tlak vody v dolni
podstavé. Podle tfetiho Newtonova zakona musi stejna tlakova sila, jaka ptisobi na podlozku, ptisobit také
od podlozky na kapalinu. Pravé tento tlak s velikosti p = hpg zptisobuje zdvihnuti misky. Pro silu potom plati
F = pS = pgnR®. Nyni uz jen staci dat sily do rovnosti a vyjadrit vyslednou hmotnost misky jako
2
pgnR® = Mg + 57TR3pg,

odkud

1

M = -nR%p.
370 P

Pocitejme momenty sil vzhledem k bodu dotyku sudu s podlozkou. Budou zde ptisobit dva momenty
sil.

ST

a

Obrazek 9: Sud se syrem

YVev

Moment sily v tézisti sudu otaci sud v zaporném sméru a moment sily od syru zase v kladném:
My, = mgR (sin - sina),
M,q = —MgRsin «.
V ptipadé, ze se sud nebude otacet, bude vysledny moment nulovy, tedy musi platit:
My, + Mgyq = 0,

mgR (sin f — sina) = MgRsin

a tedy

sin 8 = sina.
M+m

Abychom maximalizovali thel, sta¢i nam maximalizovat jeho sinus a nasledné vyjadrit jeho hodnotu. Kdyz
sin« je pfimo umérny sin B, musi byt thel B co nejvétsi. Pro hrani¢ni stav syru v sudu tedy plati rovnost
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tecné slozky tithové sily a treci sily:

mgsin f = ymgcosf = tanf =pu.

Nésledné vyuzijeme, Ze cos 8 = \/1 — sin* 8 a dostaneme

sinf = —2—.
1+ u?
Po dosazeni
. m U
sina =
M+m. /1+ 12

a tedy

. m U
« = arcsin .
M+m /1 +

Vime, Ze kapacita kondenzatoru vyplnéného dielektrikem s relativni permitivitou € vzroste e-krat. Ale
co kdyz je vyplnéna pouze ¢ast? Jednou z moznosti je transformovat kondenzator na ekvivalentni zapojeni
vice kondenzatort, které budou dielektrikem vyplnéné budto celé, nebo viibec.

Pokud do kondenzatoru vlozime tenkou vodivou desticku rovnobézné s jeho pivodnimi deskami, elektrické
pole se v ném nezméni, protoze celkovy naboj na desti¢ce je nulovy. To znamena, zZe elektrické vlastnosti
kondenzatoru se nezméni. Nic se nezméni ani v pripadé, kdy desticku rozdélime rovnobézné s povrchem
na dvé a spojime je vodi¢em. Pfi tom jsme vlastné ziskali dva sériové zapojené kondenzatory. Pozor, vzniklé
kondenzatory ale maji dvojnasobou kapacitu oproti kapacité C ptivodniho kondenzatoru, protoze vzdalenost
desek se zmensila na polovinu.

To znamena, Ze kapacita kondenzatoru v prvnim piipadé je stejna jako kapacita dvou sériové zapojenych
kondenzatort s kapacitou 2C, pficemz dielektrikem je vyplnény pouze jeden:

_2C-2C 2

2C+e2C l+e

1

V druhém ptipadé je zjevné, Ze kdyz kondenzator “rozfezeme” vertikalné, pole se opét nezméni a my do-
staneme dva kondenzatory spojené paralelné (kazdy tentokrat s kapacitou C/2 kvili polovi¢ni plose desek).
Takze kapacita v druhém pripadé je

Pro pomér kapacit polovyplnénych kondenzatort dostavame

Cl 4¢

C, (1+¢)*
Podivdme se nejprve na prvni fazi. V ni kti¢i Matéj se Stépanem a Jachym poslouchd. Kdyz vydaji ze
svych tutrob zvuk, $ifi se v kulovych vlnoplochach vzhledem ke vzduchu. Pohyb vzduchu se da popsat sice
neznamym, ale konstantnim vektorem ¥ . Ten se bude skladat s takovymi vektory ¢ , pfedstavujicimi pohyb
zvuku ve vzduchu, aby vysledna rychlost $ifeni zvukového signalu méla smér k Jachymovi.
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pro néj plati

Ozna¢me si cg vektor rychlosti Stépanova akustického produktu ve vzduiné mase. Tak, jak jsme ho vybrali,

kv +v, =0 a

TK]
kde L je vzdalenost Stépdna a Matéje od Jachyma a Ty; je zadany ¢as, za ktery se Stépantv poryv hlasivek
dostane k Jachymovi. Analogicky pro cy plati

cne t Ve =0 a

a pro oba vektory rychlosti zvuku prirozené plati

— —
|CK| = |CN‘ =C.

1y 7 7 Y . V7 ’ V4O v ud —>
Vyse uvedené vztahy ndm umoznuji odstranit z dal$ich vypocta slozky cx a cy.

V druhé fazi se situace obrati. Zvuk se od Jachyma ke Stépanovi a Matéjovi nese vektory cg’+ v, resp. cy'+ v .
Pro ty musi platit vztahy analogické k tém v prvni fazi.
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Tedy plati
/ / L
Cky TV =0, ke t Ve =7
T]K
/ / L
Cne TV =0, oyt Ve =7
T]N
a také

- -7
|CK = |CN | =C.

v s v ud ud . 1o
Odstranéni slozek cx’ a ¢y’ ze soustavy rovnic vyusti do vztahu

Zkombinovanim tohoto vztahu s jeho jiz uvedenym blizkym pfibuznym dostaneme

) L L
Vet Vp+ 2 — | v+ | =] =
TK] TK]
2
s 2 L L
=ve+ Vo + 2 — v, +|=—| =
TN] TN]
2
L L
=i+ =2 =— |vn+|=—] =
T]K T]K
2
L L
=2+ -2 — v, +|—
T]N T]N

Tuto soustavu rovnic miZzeme trochu zjednodusit od¢itanim prvnich dvou ¢lenti od vSech pritomnych stran.

2

(LY, (L
L, (B
Tg) © \Ty
L LY
o =)y, (=] =
TN] TN]
e (L 2
= — _ ‘VK _ =
T]K T]K
L LY
- =), +[=
T]N T]N

Pokud vyuzijeme rovnost 1. a 3. radku, resp. 2. a 4. fadku v predchazejicim tseku, dokazeme pomoci zada-

nych veli¢in pohodlné vyjadrit

L(l 1) L(l
VK:_ _— a vv:_ —_—
2 T]K TK] 2 T]N
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|_’| L (1 1)2+(1 1)2 29,43 m/
v|=—= —_— — -] =29,43 m/s.
2 T]K TK] T]N TN]

Vysledné magnetické pole mtizeme urcit superpozici jednotlivych hran piivodniho ¢tverce. Komu by
se vSak chtélo rozdélovat ¢tverce na hrany, kdyz mtizeme vysledny utvar poskladat ze samotnych ¢tverci?

to znamena, ze

Staci vzit tfi ptivodni sité a ulozit je na pozadovana mista, aby vytvorily vysledny utvar. V nasem pripadeé to
bude jeden ¢tverec v levé sténé, druhy v pravé a tfeti v horni podstavé. Diky superpozici proudi nam dvéma
hranami v horni podstavé prestane protékat proud.

Kdyz magnetické pole od jednoho ¢tverce je kolmé na rovinu ptivodni sité, magnetické pole od pravé a levé
stény se vyrusi a vysledkem bude jen magnetické pole od horni podstavy, sméfujici doli se stejnou velikosti
jako ptvodni. Pro velikost vysledného magnetického pole B, tedy plati B, = B;.

Necht hladina mléka saha do vysky h. Polozime ho na naklonénou rovinu se sklonem a. Uvédomme
si, ze volna hladina mléka bude vzdy vodorovna. Protoze je podle zadani mléka v krabici rozumné mnozstvi,
mléko nabude tvar komolého hranolu. Jeho bocni sténa tedy bude mit tvar lichobézniku, jak je vidét na
obrazku.

Y Vv

V meznim ptipadé musi platit, Ze tézisté mléka ma byt nad osou otaceni. Najdéme si tedy polohu téziste.
Zavedme si soufadnicovou soustavu tak, ze jeji osy odpovidaji hranam krabice. Lichobéznik se sklada z ob-
délniku s rozméry a x (h — x) a pravothlého trojahelniku s odvésnami o délce a a 2x. Tézisté obdélniku ma

soufadnice [“' ﬂ], tézisté trojuhelniku souradnice [g’, h - ’3—“] Souradnice tézisté lichobezniku jsou tedy

2>72

; _Sra(h-x)+%-ax _a_ax
e ah 2 6k
_hz;"~a(h—x)+(h—§)-ax _E+x_2
= ah "2 e
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Z obrazku vidime, Ze pro naklonéni vodni hladiny vzhledem ke sténam krabice plati

2x
tana = —.
a

Y Vv

Zaroven v$ak z podminky, Ze v limitnim pfipadé ma byt tézisté nad hranou krabice dostavame, ze

&r 12ah-2a’tana
tana = — = 5 -
Ny 12h* +a*tan’a

Vylouc¢enim neznamé x dostavame kvadratickou rovnici pro vysku mléka v krabici

tan? 1
po 2 h+a2(an(x+—):0.
tan « 12 6

Jejim feSenim je

a tan?a 2
h= 1+\/1-tan?« +=1].
2tan« 3 3

Snadno ovéfime, Ze musime vzit feseni se znaménkem “+”. Druhé feSeni totiZ s rostoucim thlem naklonu
vodorovné roviny fikd, Ze by se méla pfevrhnout prazdna krabice od mléka, coz je samoziejmé nesmysl. Pro
a=1dm aa =30°dostavame 4 = 1,6 dm a pro objem mléka v krabici

V=a’h=1,6dm°.

Uboha planeta se pred rozpadem pohybovala kruhovou rychlosti ve vzdalenosti r. Jeji obézna rychlost
tedy musi byt
GM
Vi = _—.
r
Po rozpadu se oba kusy pohybovaly po parabolické trajektorii, které odpovida prave unikova rychlost. Ta ma
ve vzdalenosti r hodnotu
2GM

Ve = .
r

Rychlost prvniho kusu se tedy zménila o

Avlzve—vk=(\/§—1)\/%/[
szzve+vk:<\/§+l)\/GTM.

Ze zakona zachovani hybnosti vyplyva podminka pro hmotnosti kust

a druhého o

Av1m1 = AVzmz,
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a tedy
m;, A 2-1
m_An V2ol g,

ml_AVZ_\/E-Fl

Po zapojeni prstenu na napéti U zacne obvodem protékat proud. Jak to uz v prikladech s odpory byva,
proud si vybird cestu mensiho odporu. Cim je viak ¢ast dratu delsi, tim je odpor vétsi v souladu s rovnici
R = pi, kde S je obsah prifezu drétu, p rezistivita a [ délka dratu. To znamend, Ze kratsi ¢asti prstenu bude
protékat vétsi proud. Bude tedy platit

Magnetické pole v okoli privodice je pfimo umérné proudu a jeho efektivni délce. Zaktivenou smycku si
umime predstavit jako velmi kratké priivodice stejné vzdalené od stfedu, kde kazdy z nich prispiva k magne-
tickému poli stejnym dilem. Pozor! Smér magnetického pole je taktéz dilezity, ten jednoduse urcime z Am-
pérova pravidla pravé ruky. Z toho déivodu bude tedy platit

Bhore x Il : ll a Bdole & 12 : ZZ-

Z toho vyplyva, Ze zatimco proud s délkou klesd, velikost magnetického pole roste. Protoze je vSak vysledné
magnetické pole zavislé na I a [ linearné, oba vlivy se vyrusi a vysledné magnetické pole ve stfedu nebude
viibec zaviset na thlu ¢. Pro jednotlivé slozky vysledného pole tedy bude platit:

Bhore = Bdole-

Jedno vsak sméfuje nahoru, druhé dolti. Vysledna velikost magnetického pole bude tedy nulova v jakémkoliv
bodu zapojeni.

Necht kyvadlo obihd s thlovou rychlosti w. Potom jednu obratku zvladne za ¢as T, = 271/w. Dale necht
této hlové rychlosti odpovida rovnovazna poloha kyvadla, odchylena o thel ¢, od vertikdlniho sméru. Na
kyvadlo pak piisobi odstiediva sila o velikosti Fp = mw?Rsin ¢, a tihova sila F; = mg. Pro rovnovaznou
polohu kyvadla plati

Fo w’Rsing,

tang, = Fe 2
Odtud
2
-8 o = g
cosgoo—ﬁ, sing, = 1—(m) .

Napi$me nyni pohybovou rovnici pro kmity kyvadla. Necht ¢ je thel méfeny od rovnovazné polohy kyvalda.
Potom pohybova rovnice vypada nasledovné:

mR*e = -mgRsin (¢, + ¢) + mw?Rsin (@, + @) Rcos (¢, + ¢).
Rovnici lze upravit pouzitim souctovych vzorcti:

€= —% (sin ¢, COS ¢ + sin ¢ cos (po) +w? (sin ¢, €OS @ + sin ¢ cos ‘Po) (cos ¢, €Os @ —sin ¢, sin (p) .
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Tato rovnice neni moc pékna, proto se ji pokusime linearizovat. Pfi presnosti do prvniho fadu pro malé ahly
plati sing ~ ¢ a cos ¢ ~ 1. Potom

Ew —% (sin<p0-1+go-cosq)0) + w? (singoo-1+<p-c05(p0) (costpo-l—sm%"/’)

~ (w2 sin @, cos ¢, — %sin goo) + (w2 cos® ¢, — w’sin’ @, — %cos ‘Po) 0.

Vzpomenme si, Ze jsme nasli vztah mezi rovnovaznym uhlem ¢, thlovou ryhlosti w a délkou matematického

kyvadla R. Kdyz prislu$né vyrazy pro siny a kosiny dosadime do pohybové rovnice, vypadne z ni absolutni
¢len a dostavame rovnici harmonického oscilatoru

(&

jehoz perioda malych kmita je

Hledany pomér period je

to mizeme zpétne vyjadrfit pomoci rovnovazného thlu
k =sing,.
V této tloze jde o nalezeni tepelné rovnovahy zareni absolutné cernych téles. Slunce izotropné vyzatuje

urcity vykon, ktery Zeméplocha dokdze absorbovat. Zaroven vsak sama vyzartuje do poloprostoru nad sebou,
takze nakonec se ustali rovnovaha. Zakreslime si podstatné veli¢iny a vzdalenosti:

Hustota toku klesa se ¢tvercem vzdalenosti. Z geometrie tlohy by nam tedy mélo byt jasné, Ze nejvyssi ab-
sorbovany vykon bude v bodé H, ktery se nachdzi na Zeméplose pfimo pod Sluncem. Ozna¢me teplotu v
tomto bodé Ty. V ostatnich bodech bude vzdalenost od Slunce urcité vétsi, takze tok vykonu bude mensi; a
navic paprsky uz nebudou dopadat kolmo, ale budou se distribuovat na vétsi plochu. Navic mtzeme fict, Ze
ve velké vzdalenosti se teplota bude limitné blizit k 0 K.

Jak bude vypadat obyvatelna zéna? Ozna¢me hranice teplotniho intervalu T, a T, pficemz T, < T,. Ted
mdame tii moZnosti:
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o Kdyz Ty < T}, cela Zeméplocha bude prili§ chladna. Nachazi se ptili§ daleko od slabého Slunce, a tedy
obyvatelna zona neexistuje.

o Kdyz T < Ty < T, obyvatelnou zénou bude néjaké symetrické okoli bodu H az po urcitou kritickou
vzdalenost - tedy kruh.

» A pokud T, < Ty, okoli bodu H je prili§ horké. Avsak teplota s rostouci vzdalenosti rychle klesa, takze
v urcité vzdalenosti dosahne T, pozdéjii T; a mezi nimi se vytvori obyvatelna zona ve tvaru mezikruzi.

No a ted to pojdme celé spocitat. Pomoci Stefan-Boltzmannova zakona snadno urcime, ze celkovy zafivy
vykon naseho Slunce je

P=Sx0Tg =4nR%0Tg,

kde S, je jeho povrch. Dale nas bude zajimat mnozstvi zafeni, které dopada na néjakou malou plosku Ze-
méplochy ve vzdélenosti d od Slunce. Uhlovy préimér Slunce pii pohledu z libovolného bodu Zeméplochy
bude dostate¢né maly na to, abychom jej mohli povazovat za bodovy zdroj. Svételny tok se $ifi rovhomérné
do vSech smért, takze ve vzdalenosti d jeho velikost bude

© - 4nR?0 T aRzTg.

4nd? d?

Podivejme se v§ak na malou plosku Zeméplochy ve vzdalenosti d od Slunce. Tento tok na ni nedopada kolmo,
ale pod thlem ¢. Celkovy absorbovany vykon na jednotku plochy tedy jesté musime vyndsobit sin ¢. Tento
¢len v§ak mtizeme vyjadrit pomoci znamych proménnych, jelikoz plati

sing = h
=7

Tim mame vyfesenou absorpci zafeni. Co ale tepelné ztraty? Opét nam pomize Stefan-Boltzmannuv zakon.
V rovnovazném stavu se prijaty a vyzareny vykon budou rovnat, takze mizeme psat

O'RzTéh ; o

4
oot

Jedinou neznamou je tu pro nas vzdalenost d, kterou miizeme osamostatnit na levé strané rovnice. Dostane-

me
Té 1/3
d = (RZhF) .

Rozlohu ptipadné obyvatelné zony je viak lepsi vyjadrit pomoci vzdalenosti od bodu H, kterou oznac¢ime x.
Z Pythagorovy véty plati
x*=d* - h.

Z toho si uz snadno miizeme vyjadrit pfimo x. Dosazenim ovéfime, Ze pro dolni i horni hranici pozadované-
ho intervalu teplot dostavame redlna feseni, a tedy nasi hledanou plochou bude opravdu mezikruzi. Nakonec
vypocitame plochu mezikruzi jako rozdil ploch dvou kruht. Po dosazeni za x? pro hranice intervalu teplot
dostavame

T4 2/3 T4 2/3
S= ﬂ(x% —x%) = ﬂ((thT_ci) _ (thT_cZ) ) = nRY3 TS (T1—8/3 _ T2—8/3).

1 2
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Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame vysledek

S = 3538765 km?.

Je jasné, ze pohyb astronauta bude probihat po elipse s ohniskem ve stfedu asteroidu. Abychom uz po
mnohokraté mohli obdivovat geometrii elipsy, bude najlepsi si hned nakreslit obrazek:

Rozméry a poloha elipsy bezprostiedné vyplyvaji ze zadani: body vzletu a pfistani jsou vzdalené ctvrtinu
obvodu a elipsa svira na povrchu asteroidu s jeho povrchem thel 45°. Tedy je zfejmé, ze pohyb astronauta
probéhne presné po poloviné elipsy. Také je ihned zjevna mala poloosa této elipsy, b = %.

:

Obrazek 10: Geometrie obéhu po elipse

Na urceni velké poloosy uz je ale tfeba vyuzit dalsi znalosti: napriklad té, ze soucet vzdalenosti od kteréhokoli
bodu elipsy ke dvéma ohniskiim je stejny. Kdyz se podivaime na bod, kde astronaut piivodné stal, soucet
vzdalenosti k ohnisktim je 2R. Naopak od pericentra, tedy od bodu, ktery je na obrazku nejvic vlevo, je to 2a,
odkud plyne a = R. Elipsu mame tedy urcenou, jesté je tfeba zjistit dobu letu. Tu vyuzijeme znalost obézné
doby po celé elipse?

adruhy Keplertiv zakon, ktery fika, ze plocha opsana privodi¢em?, je za néjaky fixni ¢as vzdy stejnd. Chceme-
li tedy znat cas t potfebny na obéhnuti poloviny elipsy, bude tvorit stejnou ¢ast obézné periody, jakou tvori
opsana plocha z celé plochy elipsy. Opsana plocha je

a celd plocha je
S = mab,

?Pokud si ji nepamatujete, d4 se k ni dojit tak, Ze zjistite obéznou dobu po kruhové trajektorii, a jen zaménite polomér za velkou
poloosu. Korektnost tohoto kroku vyplyva ze tfetiho Keplerova zédkona.
*tsecka spojujici ohnisko elipsy a obihajici objekt
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takze

Pro¢ by mél Kvik vidét cervené svétlo jako zelené? Po chvilce uvazovani prijdeme na to, Ze za tim
muize byt jediné Doppleriv efekt. No co by to bylo za priklad, kdyby nemél néjaky mensi hacek. Svétlo se
totiz pohybuje rychlosti svétla (pifekvapive), zatimco bezny vztah pro dopplerovsky posun frekvenci vychazi
z Galileovych transformaci, které jsou nerelativistické. Potfebujeme tedy relativistickou verzi Dopplerova
posunu.

Po chvilce obcovani s Lorentzovymi transformacemi, potazmo po kratkém listovani v odborné literature,
dostaneme pro relativisticky posun frekvenci vztah

c+v

f=fn/

c—v
Pottebujeme odtud vyjadrit rychlost pohybu Kvikova auta

V_fz—fOzC_Aé_AZC
R X

Po dosazeni vlnovych délek zeleného a ¢erveného svétla dostavame

11
v=—c=0,18c.
61

Kvik by si mél tedy poradné rozmyslet, jestli se mu vice vyplati zaplatit pokutu za prijezd kfizovatkou na
¢ervenou nebo za prekroceni rychlosti o 7 radu.

Pro porovnani jesté mizeme vypocitat rychlost vychazejici z klasického Dopplerova vztahu. Bez ohledu na
to, ze vysledek zavisi na volbé vztazné soustavy, zvolme si vztaznou soustavu spojenou se semaforem. V této

vztazné soustavé pro frekvencni posun plati f = f,=*, odkud vyjde

v:(%o—l)c:(%—l)c:o,Zc.

Jak se pide v zaddni, soustava je na zac¢atku nehybnd, protoze na obou stranich kladky jsou zavésené
zéavazi (resp. zaby) s hmotnosti 2m. Otazkou je, co se stane, kdyz se Danka pohne rychlosti v vzhtiru vzhledem
k lanu. Odpovéd najdeme, kdyz se zamyslime nad tim, jak presné zrychlila na v. Béhem aktu zrychlovani
zpusobi Danka to, Ze na jednu stranu kladky pusobi sila F(t), ktera véak mtze mit libovolny pribéh.

Podle tietiho Newtonova zakona ptisobi sila F(t) také na leh¢i Zébu se zdvazim m, ale smérem vzhiru. Protoze
je kladka dokonala (ma nulovou hmotnost a lano na ni neprosmykuje), sily a momenty sil na ni ptisobici jsou

vzdy nulové. To znamend, Ze i na Dana pusobi sila F(t). Dance se zdvazim, stejné jako téz$imu Danovi, byl
udélen impulz sily

[5)
I-= Fdt,

5t
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ktery zpusobi zménu hybnosti Ap = I na obou stranach kladky. Pokud ozna¢ime rychlost pohybu Dana
smérem vzhuru (a tedy i rychlost lana) u, z rovnosti hybnosti na obou stranach kladky dostaneme

2mu=m(v-u) - mu,

takze u = ¥. Danka tedy stoupd ke kladce rychlosti 3v a bude tam prvni. Zabere ji to ¢as

H
1
| i

Za tento cas se Dano posune o

takze hledand vzdélenost zab bude %H

Jesté dodejme kratkou poznamku k hybnosti soustavy a jinému zptisobu feseni. VSimnéme si, ze tézisté
soustavy se pohybuje smérem vzhtru. To znamend, ze hybnost soustavy se vzhledem k pivodnimu stavu
zménila. Pro¢ neplati zakon zachovani hybnosti? Kdyz Danka zrychluje a ptisobi silou na lano, vyvolava re-
akeni silu vkladce, ktera je ale vétsi — na soustavu totiz piisobi vnéjsi sila. Hned jak se Danka za¢ne pohybovat
konstantni rychlosti, hybnost se uz ménit nebude. Stejné bychom se mohli podivat na problém pres moment
hybnosti. Zadny vnéj$i moment sily na soustavu neptisobi, a proto se nebude ménit ani moment hybnosti
soustavy. Pokud bychom polozili celkovy moment hybnosti béhem pohybu rovny tomu pocate¢nimu, tedy
nule, dostali bychom presné rovnici pro hybnost pravé a levé strany

2mu=m(v-u) - mu.

Slyseli jste uz nékdy o solarni plachté? Jestlize ano, tak asi vite, Ze i dopadajici svétlo piisobi silou. To
samé se bude dit i v této tloze. To, Ze svétlo plisobi silou, znamena, Ze musi mit néjakou hybnost. A doopravdy
se da svétlo chapat jako proud jakychsi castic, fotond, pricemz kazdy foton ma energii odpovidajici jeho
frekvenci rovnou

E=hf

a hybnost
_E
p=_

Proud fotont se bude odrazet od stén valce pod thlem 90° — «, méfenym od kolmice. To znamend, Ze pri
odrazu jednoho fotonu se jeho hybnost zméni o

E
Ap =2pcos (90° - «) = 2—sin .
¢

Let jednoho fotonu mezi dvéma misty odrazu trva

2Rsi
Af = smoc.
c

Ted prichazi klicova tvaha. Protoze fotony povazujeme za diskrétni castice, sila pusobici na obru¢ bude
nepravidelnd. Ale protoze se fotony pohybuji extrémné velkou rychlosti, budou ¢asto narazet do stény. Bude-
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li ¢as mezi dvéma odrazy At velmi maly, mizeme vypocitat primérnou silu pisobici po tento ¢as, zanedbat
fluktuace, a povazovat silu za konstantni, rovnou pravé této primérné sile.

Tedy primérna sila ptsobici v ¢asovém intervalu At od jednoho fotonu bude

Ap 2% sina E

At  ZRsina R
c
Vzhledem k tomu, Ze foton v obruci divoce poletuje, mtizeme tuto silu na zakladé podobného argumentu
povazovat za rovnomérné rozloZenou po celé obruci. Déle si vS§imneme, Ze sila nezavisi na thlu, pod kterym
Sajmon sviti - mensi thel znamena castéjsi odrazy, pti kterych se véak odevzdd méné hybnosti.

KdyZ Sajmon zasviti do obruce laserem s vykonem P po dobu ¢, vytvori paprsek s energii Pt. To znamena, Ze
v obrudi se bude nachazet £ fotond. Protoze podobné argumenty plati pro vSechny fotony, vysledna sila od
B fotonti bude £ krét vétsi, tedy

_PtE Pt

" ER R’
Znovu si miizeme v§imnout, Ze celkova sila nezavisi na energii jednoho fotonu, nebot vétsi energie znamena
vétdi silu od jednoho fotonu, ale méné fotoni v celém svazku. To je sila pisobici na obruc¢ v radidlnim sméru,
takze jeste je tfeba urcit tahovou silu. To mizeme udélat tak, Ze si predstavime, ze nechame obru¢ malicko
zvétsit a podivame se na to, jaké prace budou konané vsemi ptsobicimi silami. Ze zakona zachovani energie
potom muzeme dopocitat chybéjici silu T¢. Kdyz se polomér obruce zvétsi o Ar, jeji délka sa zvétsi o 2mAr.
Radialni sily vykonaji praci

Pt
W=—Ar
R
a tahové sily
W = T2nAr.
Porovnanim téchto praci nalezneme neznamou silu
Pt
~27R’

Na to, abychom zjistili, jaky je moment setrvac¢nosti Samkovy vysusené cibule, si musime uvédomit
nékolik véci. Prvnim — pomérné trividlnim — poznatkem je, ze moment setrvacnosti koule je 2mR?, kde m
je hmotnost plné koule. Druhym poznatkem je fakt, Ze moment setrvacnosti je aditivni: pokud je vysledny
objekt tvofen vice ¢astmi, moment setrvacnosti vysledného objektu okolo libovolné osy je souc¢tem momentti
setrvacnosti jednotlivych casti okolo té samé osy. Jako posledni si sta¢i uvédomit, ze pokud kazdy délkovy
rozmér zvétSime k-krat, hmotnost se zvétsi k3-krat. Jinak feceno, je tfeba umét skalovat.

Po tomto kratkém uvodu se mizeme pustit do pocitani. Prazdna ¢ast cibule ma stejny tvar jako jeji plna cast,
akorat je mensi, s faktorem $kalovani dvé tfetiny. VSeobecny vyraz momentu setrva¢nosti ma tvar cMR? pro
néjakou konstantu c. Hmotnost M se $kaluje s tfeti mocninou rozméru, polomér R s prvni, takZze moment

v .o T 5 v . L ONZors QNIpLood
setrvacnosti prazdné ¢asti bude (%) -nasobkem momentu setrvacnosti plné ¢asti. S¢itinim momentu setr-
vacnosti plné a prazdné casti bychom méli dostat moment setrvacnosti celé koule. Pokud ozna¢ime moment

“princip virtualni prace
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setrvacnosti plné ¢asti I, plati
2, 2\’
-mR*=1+|=] L
5 3

V tomto pripadé m predstavuje hmotnost plné koule, takze kdyz ji vyjadfime stejnym zptisobem pomoci
hmotnosti cibule M, plati m = M + ( ) M. Z toho uz jednoduse dostaneme

3
) 1) e 126
) 275

21+(
51+(

—— MR

[SS]] 8} Wll\)

Na rozdil od identického zapojeni se zdrojem stejnosmérného napéti, pti stiidavém zapojeni uz kon-
denzatory a civky vyrazné ovlivni vysledek. Ve stfidavych obvodech plati pro amplitudy napéti U a proudu
I Ohmtiv zékon v pozménéné podobé

U=|Z|L
kde |Z| je amplituda impedance. To znamenad, Ze ndm stali vypocitat impedanci zapojeni.

Vsimnéme si, ze dvé stfedni vétve s civkou a rezistorem jsou symetrické. To znamena, Ze potencialy na obou
koncich prostfedniho kondenzatoru budou stejné, a tedy proud protékajici tou ¢asti obvodu bude vzdy nulo-
vy. Jinak feceno, mizeme vétev s kondenzatorem spojujici dvé stfedni vétve uplné zahodit. Tim nam prejde
zapojeni na Cisté sériové-paralelni, takze pro impedanci dostavame

1 1 2 3R- w?RLC+i(wR?C + wL)

—=—+ ———+iwC=
Z R R+iwL R? +iwRL

Pro amplitudu impedance tedy plati

+ w?R?L?
(3R- 2RLC) +(wR2C+ wL)*’

odkud

PU¢W¥MMQ+WW&MU
- R* + w?R2[2

Nejprve si feknéme, jak vzniklo Danovo rozbité kolo. Predpoklddejme, Ze je homogenni s ploSnou hus-
totou o. Piivodni celé kolo ma hmotnost o7r? a tézisté ve sttedu, ktery si ozna¢ime soutadnicemi [0;0]. Dira

Y Vv

v ném by méla hmotnost cm( ) a tézisté by bylo v bodé [0; %] To znamenad, Ze rozbité kolo ma hmotnost

Y Vv

20712, x-ova soufadnice téZi§té je trividlné nulova, a y-ovou ziskdme z momentové véty

ol

onr*-0-on’; -3 r
y: = —-—,
2omr? 6

Znaménka se nemusime vylekat. Znamena pouze to, Ze je tézi$té na opacné strané, nez dira v kole. Oznac¢ime
si tedy t = —y = ¢ jako vzddlenost tézisté a stfedu kola.
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Zajimaji nas malé kmity, takze se podivejme, co se stane, kdyz se kolo vychyli o tihel ¢, jinak feceno, kdyz se
bod dotyku kola s jamou posune o kruznicovy oblouk délky r¢. Novy a pivodni bod dotyku budou vzhledem
na stfed kiivosti jamy svirat dhel a = L¢p = £.

=~

/1

Obrazek 11: Geometrie kmitajiciho Danova kola

Potencidlni energie vhledem ke dnu jamy bude

E, = mgh = zanrzgh,

kde vysku h musime vyjadrit jako

1 4
h=5r(1-cosa)+rcosa—tcos(¢p - a) :r[S(l—cosg) +cos%—gcos?¢].

Kinetickou energii vyjadfime jako rotacni energii okolo okamzité osy otaceni. Ta se bude neustdle ménit,
proto

Ei = -1, w*
AW,
k 5

inovd véta 2 = 12 + £2 — ) 11
kosinova véta I> = 2 + t2 — 2rtcos @ = r (1+36 3cosgo).

Zustala ndm jedind neznama: moment setrvacnosti Danova kola okolo bodu otaceni. Jako prvni potfebuje-

Y Vv

setrvacnosti rozbitého kola a toho, co mu chybi okoli stfedu, dostaneme moment setrva¢nosti plného, nepo-
kazeného kola. Moment setrva¢nosti plného disku je obecné 1mR?, plati tedy

%aﬂrzrz = (IT + Zaﬂrztz) + (%ianrz (2)2 + }Laﬂrz (%)2) :

Po pracné tpravé dostaneme Iy = omrt. Po opétovném pouZiti Steinerovy véty dostaneme pro moment
setrva¢nosti okolo aktualniho bodu otaceni vyraz

3 37 1
Iy=1 +—O'7Tr21220'7[4(——— )
a=lre g '35 1089
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Zajimaji nas malé kmity, takze ve vyrazu I, zanedbame cos ¢ ~ 1°, ¢iImz se ndm vyraz pro moment setrvac-
nosti zjednodusi na

29

I, = —onr.

32
Nakonec si vyjadiime celkovou energii rozbitého kola®, pficemz v potencidlni enerii rozvineme vyrazy typu
cos x az do druhého fadu Taylorova rozvoje. Tedy cosx ~ 1 — %2 Dostavame

1

E = —nor’gp? + —nor*w? = konit.,
10 64

coz neni nic jiného nez energie harmonického oscilatoru s periodou, kterd je uréena konstantami pti ¢? a
w?. Takze Danovo rozbité kolo bude kmitat s periodou

Ozna¢me si vzdélenost od protizavazi ke kloubu jako x. V zadani se nemluvi o tom, ve kterém okamziku
natoceni trebochetu ma byt obvodové (translacni) zrychleni maximalni, coz ale nevadi, jelikoz zrychleni
zavisi na thlu natoceni jen faktorem cos a. TakZze jakmile maximalizujeme zrychleni pro libovolny thel, bude
maximalni pro kazdy uhel. Napi$me si vyraz pro obvodové zrychleni projektilu pro nulovy thel natoceni

a=(L-x)e
- (L-%)7
C(L-x) Mgx —mg (L —x)

Mx?+m (L-x)"

Uloha ted spo¢ivd v maximalizovani tohoto vyrazu vzhledem k proménné x. Za timto tcelem jej upravime
do praktictéjsiho tvaru
MLx
a= 5 — 1
Mx? +m (L -x)

KdyZ chceme maximalizovat tento vyraz, na konstantni ¢len miiZeme zapomenout. Déle si miiZeme pra-
ci zjednodusit tak, Zze pokud hleddme maximum néjakého kladného vyrazu, je to zaroveit minimum jeho
prevracené hodnoty. Takze budeme hledat minimum vyrazu

Mx2 +m (L - x)*
a= .
MLx

Ted miizeme postupovat dvéma zptisoby - bud pomoci derivovani, nebo vyuzitim AG nerovnosti’. Ta rika,
ze aritmeticky primér néjakych cisel je vzdy vétsi nez jejich geometricky primeér. Pro dvé ¢isla

a+b2\/ﬁ,

2

>Vyjde to z Taylorova rozvoje.
®az na konstantn{ ¢len
"nerovnost aritmetického a geometrického priméru
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coz se d4 dokazat jednoduse umocnénim obou stran. Kdy? ted provedeme substituce a — ax a b — 2, prava
strana rovnice se nezméni a nerovnost prejde po upravé na

ax+222\/%.
X

Shodou néhod se nd$ vyraz da jednoduse upravit (skoro) do tvaru levé strany této nerovnosti

m+M mL 2m
a= X+ ———.
ML Mx M

Nastésti, nadbytecny clen je opét jen konstantni, takze jej miiZeme ignorovat. Z AG nerovnosti vyplyva, Ze
tento vyraz je pro libovolny vybér ¢isla x vétsi nebo roven

2\/(m+M)m.

M

My ale chceme vybrat takové x, aby byl vyraz co nejmensi, coz se stane prave v pripadé rovnosti. Takze

dostavame rovnici pro x
m+M  mL 2\/m(m+M)

X+ —=2—
ML Mx M

coz po upravach prejde na kvadratickou rovnici s feSenim

m 1.
m+M

Pro uplnost si ukazeme i postup pomoci derivovani. Vyraz nabude minima v bodé¢, kdyz je jeho derivace
nulova
d Mx®+m(L-x)° _ 2Mx-2m(L-x) Mx? +m(L-x)°

i
=0.
dx MLx MLx MLx?

Kdyz vyfesime tuto rovnici, dostaneme ten samy vysledek jako predtim.
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Vysledky
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45m
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Ptiblizné 95 mm.

2,17 g. Uznavejte vysledky, které se lisi od uvedené hodnoty o nejvice 0,01 g.
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Vysledky
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230,9 km. Uzndvejte hodnoty v rozmezi 229,9 km az 231,9 km.

Dbejte na to, aby odevzdané grafy mély vyznacené vsechny diileZité hodnoty na osdch, sipky popisujici
pribéh déje mély spravny smér a ptimky a paraboly po prodlouzeni prochdzely pres pocatek. Klidné se feitelil
zeptejte na tvar kfivek, tzn. zda skutecné védi, Ze to jsou odmocniny.

[a—
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(o)}
=
[ S}

22

23

|
w| &
Y

[}
]
o
=
O
2.
=)
P
+
3
=
~——

1+ u?
4e
e
(1+¢)
26| 29,43 m/s.

27 | 1-krét - intenzita pole bude stejna

28| 1,6 dm?

\/5—1_ B )2
\/5+1_3—2\/§_(\/§ 1)

Magnetické pole je nulové.

N
O

W

W
(=]

1] sing,

3538765 km?. Uzndvejte hodnoty, které se od této lisi o méné nez 10000 km?.

3/2

VGM

https://physics.naboj.org/ 42 info-cz@physics.naboj.org

33| T=

(n+V2)



https://physics.naboj.org/
mailto:info-cz@physics.naboj.org

Edngs 21. Fyzikélni Néboj, 2018 Vysledky

2
Prvni se ke kladce dostane Danka a jeji vzdalenost od Dana bude EH

bt

36| ——
27R

126
37| — MR?
275

2

(3R - w?RLC)* + (wR*C + wlL)’ \/(3R2 + @?[2)* + (wR*C - 2wRL + w3RL2C)
38| U =U
R* + w?R%L? R3 + w?RIL?
Akceptujte i vysledky v jiném tvaru, jsou-li rozumné sloZité a daji se pohledem ovérit.

info-cz@physics.naboj.org 43 https://physics.naboj.org/


mailto:info-cz@physics.naboj.org
https://physics.naboj.org/

	Sbírku sestavili:
	Zadání
	1. ant
	2. unicycle
	3. hitchhikers
	4. moonshine
	5. hurry-home
	6. sprinkler
	7. hollow-brick
	8. foamy-drink
	9. trident
	10. troll-science
	11. pool-jump
	12. minicrane
	13. current-dc
	14. summer-house
	15. no-shadow
	16. bubble
	17. ski-jump
	18. crepes
	19. pyramid
	20. overhead
	21. pv-to-vt
	22. electrons
	23. hemisphere
	24. barrel
	25. split-capacitor
	26. anemometer
	27. magnetic-cube
	28. milk-carton
	29. angry-planet
	30. ring
	31. rotating-pendulum
	32. flat-earth
	33. astrojump
	34. traffic-lights
	35. frogs
	36. mirror-cylinder
	37. onion
	38. current-ac
	39. broken-wheel
	40. trebuchet

	Vzorová řešení
	1. ant
	2. unicycle
	3. hitchhikers
	4. moonshine
	5. hurry-home
	6. sprinkler
	7. hollow-brick
	8. foamy-drink
	9. trident
	10. troll-science
	11. pool-jump
	12. minicrane
	13. current-dc
	14. summer-house
	15. no-shadow
	16. bubble
	17. ski-jump
	18. crepes
	19. pyramid
	20. overhead
	21. pv-to-vt
	22. electrons
	23. hemisphere
	24. barrel
	25. split-capacitor
	26. anemometer
	27. magnetic-cube
	28. milk-carton
	29. angry-planet
	30. ring
	31. rotating-pendulum
	32. flat-earth
	33. astrojump
	34. traffic-lights
	35. frogs
	36. mirror-cylinder
	37. onion
	38. current-ac
	39. broken-wheel
	40. trebuchet

	Výsledky
	1. ant
	2. unicycle
	3. hitchhikers
	4. moonshine
	5. hurry-home
	6. sprinkler
	7. hollow-brick
	8. foamy-drink
	9. trident
	10. troll-science
	11. pool-jump
	12. minicrane
	13. current-dc
	14. summer-house
	15. no-shadow
	16. bubble
	17. ski-jump
	18. crepes
	19. pyramid
	20. overhead
	21. pv-to-vt
	22. electrons
	23. hemisphere
	24. barrel
	25. split-capacitor
	26. anemometer
	27. magnetic-cube
	28. milk-carton
	29. angry-planet
	30. ring
	31. rotating-pendulum
	32. flat-earth
	33. astrojump
	34. traffic-lights
	35. frogs
	36. mirror-cylinder
	37. onion
	38. current-ac
	39. broken-wheel
	40. trebuchet


