Vizeni Citatelia,

v rukach drzite zbierku tloh 19. ro¢nika Fyzikalneho Néboja. V zbierke sa nachadzaju vsetky tlohy, s akymi
ste sa v roku 2016 mohli na sutazi stretnut. K ulohdm prikladame aj vzorové rieSenia, z ktorych sa mozete
mnohé naucit. Ak by ste danému vzorovému rieSeniu nerozumeli, nevahajte sa ndm ozvat, vetko objasnime.

Fyzikalny Naboj po minulom roku pokracuje vo svojej medzinarodnej tradicii. V roku 2016 sa do Naboja
zapojili okrem Bratislavy takisto mesta Praha, Budapest a Gdansk. Vysledky vzdjomného stboja si mozete
precitat na nasich strankach.

Tato zbierka by nikdy nevznikla bez vyraznej pomoci mnohych Iudi, ktori sa koniec koncov podielali na ce-
lom vyvoji Fyzikdlneho Néboja. Vsetci sme studentmi Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského a vdcsina z nas sa aj aktivne podiela na organizovani Fyzikalneho koresponden¢ného seminara
(FKS).

FKS je korespondencny typ fyzikalnej sitaZe. Zhruba raz za mesiac zverejiiujeme rozne zaujimavé fyzikalne
ulohy, ktorych riesenia ndm posielate do urcenych terminov. My vam za to ddvame adekvdtne body a tych naj-
lepsich pozyvame koncom zimného a letného polroka na tyZdnové zdzitkové sistredenie. Viac informdcii ndjdete
na stranke https://fks.sk/.

Za silnt finanéni pomoc dakujeme firme ESET a za medzinarodnu spolupracu lokalnym organizatorom: Da-
niel Dupkala (za Prahu), Agnes Kis-Té6th (za Budapest) a Kacper Kubara (za Gdanisk). V mene celého organi-
za¢ného timu verime, Ze ste si v roku 2016 Fyzikalny Naboj uzili a dufame, Ze vas vsetkych uvidime aj o rok!
Ci uz v roli sutaziacich, alebo organiztorov (v pripade, Ze uz budete vysokoskoldkmi).

Jakub Bahyl

Hlavny organizdtor

Zbierku zostavili:

Matej Badin matob@fks. sk
Martin *Kvik’ Balaz kvik@fks.sk
Dusan Kavicky dusan@fks. sk

Justina Plys’ Novakova  plys@fks.sk

Maria Si$ovska majka@fks.sk
Jaroslav Valov¢an jaro@fks. sk
Adresa:

FKS, KTFDF FMFI UK
Mlynska dolina
842 48 Bratislava

Vysledky sutaze, archiv tloh a dalsie informacie najdete na stranke http://physics.naboj.orag.
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Zadania

Vi¢ik Andrej méa chut na ovecky v kosiari. Okrem oveciek je véak v kosiari priviazany aj obrovsky pas-
tiersky pes Brano. K nemu si Andrej netrifne, takze vnutri si ovecky v bezpeci. Lenze ovecky su tak trochu
svine. Ked stary senilny baca obcas zabudne vratka zavriet, rady chodia vlka provokovat az k blizkemu lesu za
likou dlhou L.

Na aku najmensiu vzdialenost sa mozu k lesu priblizit, aby urcite stihli bezpe¢ne utiect naspét do kosiara, ked
Andrej nahle vybehne spomedzi stromov? Andrej vie utekat rychlostou v a ovecky rychlostou w < v. Mozete
predpokladat, Ze ovecky nie st hlupe a lacno sa zozrat nenechaju.

Stojim pred dvomi rovinnymi zrkadlami zvierajucimi uhol 360°/N (N € N;N > 2). Kolkokrat sa
vidim?

Méme zépalny knot dizky L, ktory zhori za ¢as t. Polozime ho na zem tak, aby sa sam seba dotkol prave
raz. Ako najrychlejsie ho dokazeme spalit, ak ho smieme zapalit iba na jednom z koncov?

[ 4| Tinka dostala dreveny vl4¢ik a kolajnice s rozchodom d. Od samej radosti si postavila takiito trat:

O kolko dlhsiu drahu prejdu pravé kolieska oproti lavym, ked vlac¢ik prejde jeden cely okruh?

Motorovy vozicek stipa rychlostou v do kopca so sklonom a. S akym zrychlenim sa bude pohybovat
dolu tym istym kopcom?

El Kata hodila zvislo nahor dve vaji¢ka rychlostou v, pricom medzi hodmi uplynul ¢as t. V akej vyske sa
zrazia?

Jani¢ko vyniesol z temnych hlbin matfyzackych laboratérii obrovsky laser a s diabolskym rehotom sa
nim pokasa rozrezat Mesiac... nastastie matfyz nie je armadny sklad a Janickov laser na povrchu Mesiaca
nechdva iba malua ¢ervenu bodku.

Ked Janic¢ko zbadal, Ze jeho usilie je zbyto¢né, miesto mesa¢nych vnutornosti ho zacalo zaujimat, akou rych-
lostou sa svetelna bodka lasera pohybuje po povrchu Mesiaca. Mesiac je vzdialeny d = 400 000 km a Janicko
dokaze laserom $vihat uhlovou rychlostou w = 720 °/s.

Vysledok vyjadrite ako ndsobok rychlosti svetla.
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Trpaslici vykopali popod Zem rovny tunel Gstiaci na druhej strane Zeme, ktorého dno je dlhé 10 km.
Po prudkej privalovej burke zistili, ze vo vzdialenosti 2 km od vchodu je zatopeny. Nasadli preto na ¢ln, aby
zistili, aké skody burka napachala. Zistili, Ze v strede tunela dosiahla hladina vody akurat po strop a na druhu
stranu sa nedostand. Aky vysoky je tunel?

El Ked Mojzi$ viedol svoj narod do ,,zeme zaslibenej, roztvoril vody Cerveného mora. Akt pracu pri tom
vykonal, ak museli Izraeliti prejst uzinu dlht 12 km, Cervené more malo v mieste prechodu priemernd hibku
40 m a vody sa rozostupili na vzdialenost 10 m?

Pri upratovani FKS miestnosti sme nasli start krabicu plnu rezistorov a dokonalych vodicov. Postavili
sme si z nich odporovu siet ako na obrazku. Aky je odpor medzi bodmi A a B, ak odpor jedného rezistora je R?

A B

Mato by rad predbehol kamién dlhy d metrov, ktory sa pred nim plazi stalou rychlostou v. Matovo auto
je dlhé h a pred aj po predbiehani si musi nechat rezervu aspon k metrov. Ako daleko dopredu musi vidiet, ¢i
oproti nejde iné auto, ak pri predbiehani nesmie nikto prekrocit rychlostny limit w?

Zaba s hmotnostou 100 g si sadla na okraj pohara. Pohdr ma tvar zrezaného kuzela s hornym polomerom
5cm, dolnym polomerom 3 cm a jeho hmotnost je 75 g. Aky najmensi objem vody s hustotou 1000 kg/m?
musime naliat do pohara, aby sa pod zabou neprevratil?

Brankar Jakub stoji vo svojej branke a trénuje rozohravku puku hokejkou. Puk vystreli na protilahly
mantinel, ten sa od neho odrazi a doputuje presne do stredu jeho branky. Odraz od mantinelu nie je dokonale
pruzny, pomer kinetickej energie puku po a pred odrazom je p. Sucinitel Smykového trenia medzi pukom
aladom je f. Akou rychlostou musi Jakub vystrelit puk, aby zastal prave na brankovej ¢iare, na ktorej stoji on?
Vzdialenost branky od protilahlého mantinelu je d.

Kuzelnici Zaba a Jano si pripravili novy trik, ,,levitujucu kocku“. Na za&iatku polozili na lad velkt kocku
s hmotnostou M, k nej prilozili ,,levitujucu® kocku s hmotnostou m, a ihned zacali tahat za lano pripevnené
k velkej kocke ako na obrazku. Akou minimalnou silou F musia tahat, aby sa im trik vydaril, ak vedia, Ze
koeficient trenia medzi kockami je f?

v g
>
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Adam nasiel v skrini starobyly lampas. Ma tvar kvadra so stranami a, 2a a 2a a jeho vrchna a spodna
stena su nepriehladné. Adam do stredu spodnej podstavy polozil sviecku. Aku cast priestoru lampas osvetluje?

Iy
Y

Urcite to pozndte. Ste astronautom na ISS a prave nemate ¢o robit. Tak sa rozhodnete, Ze si budete so
svojim oblubenym ruskym kamaratom prehadzovat medicinbaly. Obaja vazite M a vznasate sa oproti sebe
s medicinbalmi v rukach. Jeden medicinbal vazi m < M. Akd vzdjomnu rychlost ziskate, ked si prehodite
lopty rychlostou v?

Kocka Dusan si rad zdjde na plavaren. Ked si len tak lebedi na volnej hladine, tretina objemu jeho tela je
ponorena pod vodnou hladinou. Z akého najnizsieho mostika musi skocit do vody, aby sa celym svojim obje-
mom ponoril pod hladinu? Dizka hrany Dugana je a. Vodu pokladajte za idealnu kvapalinu. Predpokladajte,

ze spodna podstava Dusana je pocas celého pohybu rovnobezna s vodnou hladinou.

Jergus nasiel u starych rodi¢ov na povale prehistoricky koti¢ magnetickej pasky. Nemal prave nic¢ iné na
praci, takze ju zacal pomaly odvijat tahanim za koniec konstantnou rychlostou. Za 20 minut sa mu podarilo
zmensit polomer kottca na polovicu. Ako dlho mu potrva, kym zmensi polomer kottca opét na polovicu, ak
st rozmery trubicky, na ktorej je paska navinuta, zanedbatelné?

Ako uz mozno viete, Denda ma velmi rada vselijaké deje. Naposledy ju zaujal takyto termodynamicky:
1 —+2—3—4—5— 1. Maho vsak zatial zakresleny iba v pV suradniciach. Od Vas by chcela, aby ste ho
prekreslili do VT stradnic. Pomozte jej!

Py
2} 3
4
~~~~~~ 1z_o_terma
~--...} izoterma
1 5
\4

Vykon slne¢ného Zziarenia dopadajiceho na Zem je 1366 W /m?. Kolko hmoty strati Slnko za rok v ter-
mojadrovych reakciach?

Méme zépalny knot dlzky L, ktory zhori za ¢as t. Polozime ho na zem tak, aby sa sam seba dotykal prave
dvakrat. Ako najrychlejsie ho dokazeme spalit, ak ho tentokrat smieme zapalit na lubovolnom mieste?

Bratia Juan a Jorge Cruderos zalozili firmu na dovoz ultraluxusnych mexickych pomarancov. Samoz-
rejme, vSetok kapital investovali do nakupu starého ropného tankera s hmotnostou M a objemom V.
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Ultraluxusné pomarance maji tvar gule a hustotu p,. Aby sa nedotlkli, nalozili ich Cruderovci do lode $pe-
cidlnym spésobom: rozlozili ich do identickych vrstiev, pricom v kazdej vrstve pomarance poukladali do he-
xagonalnej mriezky najhustejsim moznym sposobom. Takto zaplnili cely objem tankera.

KedZe ich pociatoc¢ny kapital nebol prave velky, po vyplavani z Mexika objavili v trupe dieru. Do lode zacala
vnikat ocednska voda s hustotou p. Jedina vec, ktora teraz Juana a Jorgeho trapi, je toto: aka cast objemu lode
zostane tréat nad hladinu oceanu, ked voda zaplni vetok volny priestor medzi pomaran¢ami?

Hasici potrebuju bezne dostreknut do vysky 10 m. Hasi¢ska hadica ma polomer 5 cm, no samotna tryska
len 2 cm. Aky pretlak (oproti atmosférickému tlaku) musi byt v hadici, aby hasi¢i dostrekli tak vysoko?

Je letna noc. Plys lezi na luke a sleduje jasny satelit. V okamihu, ked satelit prelieta prave nad nou, Ply$
mu odmeria okamzitt uhlovt rychlost 1 °/s. V akej vyske nad Zemou obieha, ak je jeho draha kruhova?

Uloha md skaredé analytické riesenie. Uznané budii odpovede lisiace sa od sprdvnej o menej ako 10 km. Nebojte
sa pouzit kalkulacku. Pri rieseni tilohy zanedbajte rotdciu Zeme.

Superman prave z trosiek horiaceho muzea zachranil vzacny porcelanovy c¢ajnik. Teraz sa vznasa vo
vyske h nad mestom a chce letiet po dalsi artefakt. Cajnik mu viak zavadzia, takZe by ho potreboval najprv o
najrychlejsie odlozit do bezpecia, teda do nulovej vysky na zem.

Superman je sice neznicitelny, ¢ajnik vSak prezije najviac pretazenie G > 1g. Za aky najkratsi ¢as ho dokaze
polozit na zem bez toho, aby ho rozbil?

Uvedomte si, Ze cajnik stojaci na zemi citi pretazenie 1 g.

Styri rovnaké planéty s hmotnostou m rozmiestnené do $tvorca obiehaju okolo spolo¢ného taziska po
kruznici s polomerom R. Aka je perioda ich obehu?

Fero ma doma schodisko, na ktorom je kazdy schod vysoky h a dlhy d. Ked z istej vysky nad schodom
$ikovne hodi gument lopticku vodorovnou rychlostou v, lopticka po kazdom odraze vyskoc¢i rovnako vysoko
vzhladom na schod, od ktorého sa odrazila. Do akej vysky by sa tato lopticka odrazila, keby ju Fero pustil
zvislo na schod z vysky h?
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Lukaf za dlhych polarnych noci skiima rozne termodynamické stroje. Zabudol vsak, aka pracu vykona
jeden mol idealneho plynu v termodynamickom stroji, ktory je vlastne cyklom1 — 2 — 3 — 4 — 1na
obrazku. Pamata si vSak, ze teploty plynu v bodoch 1 a 3 sa T} a T3, a Ze spojnica bodov 1 a 3 vedie cez
pociatok pV diagramu. Najdite velkost prace, ktort jeden mol idedlneho plynu v tomto stroji vykona pocas
jedného cyklu.

PA ,

<V

Rybar Tomas sa vratil z rybacky s poriadnym tlovkom. Z lode ho vytiahol obrovskym kladkostrojom
alano pripevnil o balvan hmotnosti m. So svojim tllovkom sa chcel aj zve¢nit, no ked'si robil selfie, v§imol si, ze
jeho ulovok hmotnosti M pada spit do vody so zrychlenim A. Aka je hodnota tohto zrychlenia, ak koeficient
trenia medzi balvanom a zemou je f?

Enka stoji v ur¢itej vzdialenosti od steny a monofrekvencne zavyja s frekvenciou f. Tommy stoji medzi
stenou a Enkou a od laku uteka smerom k stene rychlostou v, pricom pocuje razy (periodické zmeny hlasitosti)
s frekvenciou Af. Aka je frekvencia Enkinho zavyjania?

Kavickar Dedusko si na palubnui dosku svojho auta polozil svoj oblubeny poharik v tvare kocky s hranou
dlzky s. Dedugkov pohérik mé tenké homogénne steny, vdaka ¢omu vézilen M = 755*p. Do pohdrika nésledne
nalial do vysky h = 3s svoju oblubenu kavicku s hustotou p. Pocas jazdy v§ak musel prudko zabrzdit so
spomalenim a = 0,2 g, nasledkom ¢oho sa kava v pohdriku naklonila. Pritom sa samozrejme posunulo aj
spolo¢né tazisko kavicky a pohdrika. Néjdite poziciu taziska [x; y; z] vzhladom na stred podstavy pohdrika.
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Aj tento rok fyzici fandili nasim olympionikom. Preto postavili z odporového drétu s dlzkovym odpo-
rom A zapojenie v tvare olympijskych kruhov. Kazdy z nich ma polomer r. Aky je vysledny odpor zapojenia
medzi bodmi A a B?

A

B

Jojo si moZeme bezne predstavit ako kotuc zlozeny z val¢eka polomeru  a hmotnosti m a dvoch diskov
(tenkych valcov) polomeru R > ra hmotnosti M ako na obrazku. Ak na jojo namotdme $ntirku dlzky L >> R,
chytime koniec $nurky a jojo pustime, ako dlho bude trvat, kym sa celd $ntirka odmota a za¢ne sa namotavat
spat?

Mato pocas pisania diplomovej prace hrozne schudol. Bolo mu vsak Iuto vyhodit svoj stary opasok.
Daroval ho teda maticke Zemi. Ukazalo sa vsak, Ze aj tej je pridlhy — presne o meter dlhsi, nez treba.

Aky vysoky stlp musi teraz nechat postavit, aby bol opasok v kazdom svojom mieste napnuty? Pri tejto tlohe
nevahajte pouzit kalkulacku alebo este viac zapojit svoje mozgové zavity.

Tato tiloha nemd analytické riesenie. Odovzdavajte numericky vysledok zaokriihleny na desiatky metrov.

Sféricky symetricky Polik s hustotou p/2 sa vo volnom case sprava ako vodivy kondenzétor. Ked je
umiestneny vo vakuu, jeho kapacita je Cy. Ak Samo necha Polika plavat (na hladine vody s hustotou p a rela-
tivnou permitivitou ¢,), jeho kapacita bude C;. Aku kapacitu bude mat Polik, ked ho Samo potopi uplne?

Pod ,,potopi uiplne” md Samo samozrejme na mysli, Ze Polik je zo vsetkych strdan obklopeny velkym mnoZstvom
vody.
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Franti$ek dostal daréek — kocku zo $iestich velmi tvrdych karténovych $tvorcov s hranou a obopnutu
dookola stuhami, ako uz darceky zvyknu byt (vid obrazok). Stuha ma hrabku / a pretrhne sa pri posobiacej
sile F. Aky by musel byt pretlak Ap v $katuli, aby stuhy praskli?

Kvik ma na zéhrade zrkadlo v tvare paraboloidu s polomerom r a hibkou . Ked ho namieri na Slnko
a do ohniska umiestni kisok dreva alebo papiera, okamzite vzblkne. Z pyromanstva sa véak ¢lovek nenaje...
Kvik teda vytiahol z komory riadny kus slaniny a napichol ho na razen. Uvedomil si v8ak, Ze cez poludnie
opekat nemoze, pretoze odkvapkavajuci tuk by paraboloid zaspinil.

Pri akej najvacsej uhlovej vyske Slnka nad obzorom sa nemusi bét, Ze si zrkadlo zaspini odkvapkavajicou
mastou?

Navzdory vietkym zdkazom m4 Cajka na interndte dvojplatnicku. Ked naleje do svojho dokonale &ier-
neho hrnca s dokonale ¢iernou pokrievkou 51 vody a polozi ju na mensiu platnicku s vykonom 1 kW, tepelna
rovnovahu dosiahne pri 90 °C. Ak hrniec prelozi na vacsiu platnicku s dvojnasobnym vykonom, voda o chvilu
zovrie. Ako dlho od tohoto okamihu potrva, kym sa vSetka voda vypari? Uvazujte, ze teplota v miestnosti je
ustélena na hodnote 20 °C a steny st po minulych Cajkinych pokusoch o varenie obhorené do &erna.

Jakubovu hokejku hmotnosti 7 mozno aproximovat dvomi palicami diiky d (Cepel) a L = 5d (rukovit)
zvierajucimi uhol @ = 120°. Vyjadrite moment zotrvacnosti hokejky okolo osi kolmej na rovinu hokejky
prechadzajticej jej hornym koncom ako nasobok md?. Predpokladajte, ze hokejka ma v celej dlzke konstantnt
dlzkovii hustotu.

O

d

Matbo je taka kapacita, Ze ani kondenzatory sa s nim nemo6zu merat. On si vSak vzal $tyri z nich s kapa-
citami C, 2C, 3C, 4C a zostavil z nich obvod zobrazeny na schéme. Aky celkovy naboj pretecie cez spinac po
jeho zopnuti?

C 2C
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Katka ma hracku zlozent z dvoch pruzin tuhosti k a K, zavazia hmotnosti m a nehmotnej kladky. Aka

je peridda kmitov hracky?
\\
k
O
K
\\\

Samko ma cibulku, ktora sa sklada z troch koncentrickych gulovych Supiek, pricom ich polomery st r,
2r a 3r. Nasledne svoju cibulku str¢il do roztoku a pokovil povrchy vsetkych gulovych Supiek. Potom prvi
a tretiu Supku vodivo spojil a na druht $upku priviedol vodivy kontakt. Akt ma jeho cibulka kapacitu, ak
relativna permitivita cibule je €,?

g

&

Jaro chova doma prasatd a kupil pre ne novy valov. Valov je vyrobeny z tenkého plechu a ma tvar dutého
polvalca s polomerom podstavy R a vy$ky H (vid obrazok). Kedze je Jaro fyzik, viac ako to, Ze prasce budu
nazraté, ho zaujalo, Ze valov dokaze kmitat. Aka je periéda malych kmitov valova?

Tazisko polkruznice je vzdialené od ,,p6vodného stredu® %R a moment zotrva¢nosti okolo ,,p6vodného stredu®
je MR?. Pre polkruh plati, ze vzdialenost taziska od ,stredu je s-R, a moment zotrvacnosti okolo tohto bodu

ma hodnotu %MRZ.

Jaro si pripravoval svoj obltibeny bazovy sirup a naplhal nim valcovité zavaraninové pohare s polo-
merom R. Jeden plny a uzavrety pohdr sa mu vsak vy$mykol, padol na zem a odgulal sa na druhy koniec
miestnosti. Ked ho polozil na stdl, sirup vo vnutri rotoval uhlovou rychlostou w. Ako sa zmenili napitové
sily v skle v porovnani so situaciou, ked je sirup v pokoji? Do jedného pohdra sa zmesti sirup s celkovou
hmotnostou m.
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Vzorové rieSenia

Andrejovi trva prebehnit od kraja lesa ku kosiaru ¢as t = £. Za tento ¢as mus vediet takisto prebehnut
celt vzdialenost ku hranici kosiara (oznacime ju d) aj ovecka, teda musi platitt = %. Toto polozime do rovnosti
a vyjadrime odtial

w
d=1L—.
v
Zadanie sa vSak pyta na vzdialenost od lesa, nie od kosiara, takze nas zaujima rozdiel L a d:

w w
L—dzL—L—zL(l——).
1% 1%

Najmengia dlZzka, na ktort sa méZe este ovecka priblizit je teda L (1 — %),

Uplne najlepsie by bolo skusit si vyriesit tuto ulohu s redlnymi zrkadlami. No kedZe ich nemdzeme
pribalit ku kazdému jednému vzoraku, budeme musiet rieSenie tejto tlohy vysvetlit starym dobrym sposobom.

Rovinné zrkadld symetricky zobrazuju predmety z jednej polroviny na obrazy v druhej polrovine, a to kon-
krétne podla osi, ktora je definovana polohou zrkadla. Ak mame teda zrkadla dve, moze nastat situacia, ze
obraz vytvoreny jednym zrkadlom bude predmetom pre druhé zrkadlo, a zas naopak. To presne nastava aj
v nasom pripade pre N > 3. Konkrétne, ak zvolime uhol medzi zrkadlami 360°/N, vznikne N — 1 obrazov,
pretoze zrkadla a ,imaginarne® zrkadla (obrazy zrkadiel) rozdelia rovinu na N rovnakych casti. Pre N = 1
mame iba jedno zrkadlo, ¢ize to je mimo nasej tlohy, a ak je N = 2, dve zrkadla tvoria iba jedno rovinné
avidime sa raz. Teda to, Ze vidime N — 1 obrazov bude platit vzidy. A kedze N € N, nemdze nastat ani situdcia,
ze by sme videli polovi¢né alebo nekompletné obrazy.

Pre lepsiu predstavu prikladime obrazok zrkadiel a obrazov pre N = 5.

Pointa tejto ulohy tkvie v tom, ¢o sa stane s horiacim knotom, ked plamen dorazi k miestu dotyku. Jeden
plamen sa jednoducho rozdeli na tri. KedZe mame povoleny prave jeden dotyk, naraz mozu horiet maximalne
tri plamene. Teda najmensi ¢as, za ktory moze knot zhoriet, je /3. Ak teda ndjdeme lubovolné také riesenie,
budeme si isti, ze lepSie to uz nepojde.

Ako ho najst? Je jasné, Ze chceme, aby nam horeli tri plamene ¢o najskor, takze prekrizenie bude ¢o najblizsie
pri zaciatku. Zaroven chceme knot rozdelit prekrizenim tak, aby kazdému plamienku prisluchala prave tretina
dlzky kndtu, takze druhy bod dotyku musi lezat v 2/3 jeho dizky. Hla obrazok:
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[ 4] Je viditelné, Ze trat je zlozena iba z &asti, ktoré su bud rovné, alebo st to osminkové vyseky kruhu. Na
rovnych castiach prejdua lavé aj pravé kolieska rovnaku drahu. Zaujimavé to zacne byt az pri tych kruhovych
vysekoch. Ak je vnutorny polomer zakrivenia trate na kruhovom dieliku R, vonkajsi musi byt R + d. To
znamend, Ze pri zatoceni o uhol « je rozdiel dréh, ktoré kolesa prejdu a(R + d) — aR = ad.

Vidime, Ze od polomeru zakrivenia vysledny rozdiel nemoze zavisiet. Navyse, vlacik sa v stucte otocil o uhol
2, takze pravé kolieska presli oproti lavym drahu dlhsiu o 27d.

Vozik sa pohybuje do kopca konstantnou rychlostou, nezrychluje, ¢ize sila motora F prave kompenzuje
tangencialnu zlozku gravitacnej sily, ktora taha vozik dolu kopcom. Matematicky zapisané

F = mgsin a.

Ked vozik oto¢ime a nechdme, aby ho motor pohanal smerom dolu kopcom, vysledna sila v tangencidlnom
smere bude
F = F+ mgsina = 2mgsin a.

Na to, aby sme zistili zrychlenie vozika v tejto situdcii, staci zapisat pohybovt rovnicu podla 2. Newtonovho
zakona
ma = F = 2mgsina = a = 2gsin a.

El Vysku, v ktorej sa vajicko nachddza v ¢ase ' od vyhodenia vieme popisat jednoduchou rovnicou pre
polohu pri rovnomerne zrychlenom pohybe.

1
h = —Egtlz + vt

kde g je gravitacné zrychlenie.

Ako dalsie si oznacime cas T, ako cas, ktory uplynul od vyhodenia prvého vajicka po ich zrazku. KedZze pri
zrazke je poloha vajicok H rovnaka, staci uz len vyriesit dve rovnice popisujice polohu prvého, respektive
druhého, vajicka.

1 2
H= —EgT +vT,
1
H=—g(T— 1) +(T 1)

Vylac¢enim T z rovnic dostavame

1v 1
H=—-—— — —gt.
2g Sgt2
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Ano, aj takyto jednoduchy priklad sme dali tento rok do Néboja. KedZe Jani¢ko pohybuje laserom rado-
vo vyssiou uhlovou rychlostou, ako sa toci Mesiac okolo Zeme, alebo samotna Zem, ostatné pohyby mozeme
zanedbat a obvodovu rychlost laserovho luca vypocitat jednoducho ako

167
v = wd = 720°/s - 400 000 km = 47 /s - 400 000 km = TC = 16,76c.

Mohli by ste si povedat, Ze tento vysledok nemdze byt spravny, lebo prekracuje rychlost svetla a rychlejsie sa
predsa nemdze ni¢ pohybovat. Toto obmedzenie vSak plati pre rychlost Sirenia sa informacie. V tomto pripade
je tou informadciou letiaci fotén z lasera. No to, ¢o Janicko pozroruje je vela dopadajucich foténov v rade na
Mesiac, nie len jeden fotdn, takze vsetko je v stlade s fyzikalnymi zakonmi.

Inak povedané, fakt, ze sa po povrchu Mesiaca pohybuje bodka rychlejsie ako svetlo, fudia alebo pripadne ini
obyvatelia Mesiaca nevedia vyuzit na prenos informacie.

Zamyslime sa nad tym, preco vlastne voda v tuneli zacala stupat. Po kratkej chvilke prideme na to, Ze aj
na podzemnu vodu musi posobit gravita¢na sila Zeme. Ak predpokladame, Ze Zem je homogénna gula, tak
aj hladina podzemnej vody ma sféricky tvar. To znamena, Ze vzdialenost od stredu Zeme do bodu, kde zacala
voda presakovat do tunela, a bodu, kde sa voda dotkla stropu tunela, musi byt rovnaka.

Ozna¢me si teraz vietky vzdialenosti, ktoré potrebujeme. Nech d = 5km je dlZka polovice tunela, x = 3 km
je vzdialenost od miesta zatopenia po stred tunela, r je polomer sféry, ktora predstavuje hladinu vody, y je
vzdialenost od stredu Zeme po stred tunela, a & je hladana vyska tunela.

Z jednoduchej geometrie v podobe Pytagorovych viet vieme, ze
yz — R — &,
=y +xX=R—d+x.

Nas zaujima vyska h = r — y, ¢ize po dosadeni dostavame

R—P+x— VR —d=0,7lm.

Izl Cela praca, ktort Mojzi$ vykonal, sa minula na zvySenie potencidlnej energie vody. Bez ujmy na vse-
obecnosti sa to da predstavit tak, Ze zdvihol kvader vody s rozmermi 12 km x 40 m x 10 m a taziskom vo vyske
20 m nad dnom, a rozlial ho po povrchu Cerveného mora. More je obrovské, takze jeho vyska sa pri tomto
zazraku nezmenila, a tazisko premiestnenej vody sa posunulo do vysky 40 m nad dno.

Praca, ktortt Mojzis vykonal, je teda
W = AE, = pVgAh = 960 GJ,

kde p = 1000 kg/m’ oznaluje hustotu vody, V objem premiestnenej vody, a Ah = 20 m predstavuje zmenu
vysky taziska.
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Najdolezitejsia vec, ktort si musime pri rieeni tejto ulohy uvedomit, je to, Ze miesta, ktoré spaja doko-
naly vodi¢, maju rovnaky potencial. To znamena, Ze ak ten vodic¢ skratime, alebo ho tam priddme Iubovolne
vela, ni¢ sa nezmeni. Na zéklade toho si moZeme prekreslit odporovu siet nasledovne:

AV r—
=

Z toho jasne vidiet, Ze cez dva rezistory nalavo aj napravo nepotecie ziaden prud, ak by sme nalozili na siet
nejaké napitie. Takze ich prispevok k vyslednému odporu je nulovy a prispievaju k nemu iba tri paralelne
zapojené rezistory v strede. A teda vysledny odpor je jednoducho X.

Predpokladajme, ze Matove vozidlo mé zanedbatelné rozmery voci dlzke kamidna a rezerve, ktoru si
nechava Mato pri predbiehani. Teraz prejdime k samotnému rieSeniu.

Je jasné, ze pri predbiehani pojde maximalnou povolenou rychlostou w. To ale aj znamena, Ze z pohladu
(vztaznej sustavy) kamionistu pojde Mato rychlostou w — v. Ak sa pozrieme na prejdené vzdialenosti po-
¢as obiehaceho manévru tiez v kamionistovej stustave, uvidime, Ze celd draha, ktort musel Mato prejst je iba
su¢tom rezerv pred a za kamiénom a dlzok kamiénu a samotného auta, ¢ize 2k + d + h. To znamena, ze
predbiehanie trva t = 2thtd

w—v

Za tento ¢as sa nesmie zrazit Matove vozidlo s pripadnym protiidacim. Samozrejme, ¢im rychlejsie protiidice
auto pojde, tym dalej musi vidiet. V najhor§om pripade protidice pdjde maximalnou rychlostou w, takze od
zaciatku predbiehania po koniec prejdu protiiduce vozidla celkova drahu

w(2k + h +d)

| = 2wt = ,
w—v

¢o je teda aj minimalna vzdialenost, do ktorej musi Mato vidiet, aby nedoslo k zrazke. Nakoniec dodajme,

ze ak ste uvazovali aj rezervu medzi protiidicimi autami, vysledok sa samozrejme zmeni len o jej dlzku, teda

- 2w(2£i—1:+d) + k.

Fuj! Zrezany kuzel, uz zase... to tazisko sa bude teda pocitat tazko.. jedine, ze by sme ho, podobne ako

minuly rok, vobec nepotrebovali. Staci, ak si spomenieme, Ze moment sily M sa pocita ako vektorovy sucin
polohového vektora posobiska sily 7 a posobiacej sily F, M = 7 x F. Na zistenie velkosti momentu sily nam
staci poznat dizku kolmej zlozky tohto polohového vektora, t.j. dlzku ramena sily. Sta¢i teda, ak vyvazime
vSetky momenty vzhladom na dolnd hranu pohara a objem uz len trividlne vyjadrime. Ozna¢me si hmotnost
Zaby M, hmotnost pohara m, vrchny polomer pohara R a dolny r. Cize dostdvame

MR—r m

mgr+ Vpgr=Mg(R—r) = V = — — =—-9ml
porp

Zaporny objem? Skuska spravnosti a ¢uduj sa svete vysledok je naozaj zaporny. Ze by sme teda mali nie¢o
z pohdra odliat? Zamyslime sa, ¢o to presne znamena. Moment sily spdsobeny tiazou vody sa nachadza na
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rovnakej strane rovnice, ako moment sily vytvarany tiazou samotného pohara, ¢o zodpoveda tomu, ze voda
pomaha pohar stabilizovat. Uvazujme na chvilu, Ze do pohdra nenalejeme Ziadnu vodu a spocitajme si mo-
menty tiazovych sil Zaby a pohdra. Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme, Ze mgr < Mg(R — r). To mi ale
hovori, Ze zaba nie je dostatocne tazka na to, aby prevrhla pohdr, ani ked si sadne na jeho okraj. Pre iné ¢iselné

hodnoty by sa samozrejme mohlo taktiez stat, Ze zaba bude pritazka a s vodou uz pohar vyvazit nevieme.

Ulohu budeme riesit od konca. Pozrime sa najskor na to, aké sily na puk pocas pohybu p6sobia. V prvom
rade je to tiazova sila F; = mg kompenzovana normalovou silou od ladu. Okrem toho proti smeru pohybu
posobi sila Smykového trenia F; = fF; = fmg, ktora puku brani v pohybe. Mdzeme napisat pohybovt rovnicu
pre puk ma = mfg, teda puk vykonava rovhomerne spomaleny pohyb so spomalenim a = fg.

Nech mé puk po odraze rychlost v,. KedZe puk na konci zastal, tak cel4 jeho kinetickd energia 3mv3 sa spot-

rebovala na pracu trecich sil mgfd. Preto
vy = \/2fgd.

Dalej vieme, ze pri odraze sa stréca Cast energie. Plati

1,..2
- 5”’”’2
P= Lm?
2 1
Preto ) 11
—mv% = ——mvg
2 p2

Pre prvu fazu pohybu plati to isté, rozdiel kinetickej energie na zaciatku a nakonci sa spotreboval na pracu

trecich sil. )

2™ (v(z) = vf) = mgfd.

Po dosadeni prislusnych vyrazov za rychlost dostaneme

1
Vo = 4 [ 2fed 1+—).
0 fg ( »

Prvoradé je vediet, aké sily pdsobia v nasej stistave, $pecialne, aké sily posobia na ,,levitujicu® kocku.

V horizontdlnom smere posobi iba normélova sila F, od velkej kocky. Pohybové rovnica' v horizontdlnom
smere pre ,levitujucu“ kocku ma teda tvar
ma = F,.

Prakticky iba 2. Newtonov zakon
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Vo vertikdlnom smere posobia dve sily, gravitatnd F, = mg, a trecia F; < fF,. KedZe nds zaujima pripad, kde
sa ,levitujuca“ kocka nebude pohybovat vo vertikalnom smere, s urcitostou musi platit rovnost sil

Fy = F, = mg < fF,.

Posledny dielik puzzle je pohybova rovnica celého systému. Obe kocky sa hybu so zrychlenim a v horizon-
tdlnom smere a jedina vonkajsia sila, ktord na nich pdsobi je sila F, ktorou posobia Zaba s Janom na lano,
takze

(m+M)a=F.
Spojenim vsetkych troch pohybovych rovnic dostavame podmienku pre silu F

F> (m+ M)

>

< 10Q

a teda najmensiu hodnotu ma F vtedy, ak nastane rovnost.

Predstavme si, ze mdme lamp4s tvaru kocky so stranou dlzky 2a. Ak by sme umiestnili sviecku presne
do stredu, kazda zo Siestich stien by bola osvetlovana rovnako. To znamena, Ze ak by boli jeho vrchna a spodna
stena nepriehladné, lampé$ by osvetloval 4/6 = 2/3 priestoru.

2a

2a

Ked sa vsak pozrieme na Adamov lampas, vytvorime ho z nasho tak, Ze celi spodnu polovicu nahradime
nepriehladnou podstavou rozmeru 2a x 2a. Takze vsetko svetlo, ktoré by mohlo vychadzat von spodnou
polovicou nasho lampasa, z Adamovho vychadzat nebude. Po tejto uvahe je uz zjavné, ze Adamov lampas
bude osvetlovat presne 1/3 priestoru.

Ako ste si uz zo zadania mohli v§imnut, situdcia je pre vas oboch rovnaka. Ak by sme sa chceli hrat na
drsnych fyzikov, povedali by sme, Ze situdcia je symetrickd. Staci sa teda pozerat na to, ¢o sa deje s jednym
z vas. Pre druhého bude platit to isté, akurat vsetky rychlosti budu mat opa¢ny smer.

KedZe na ststravu astronaut(vy) a medicinbal neposobi Ziadna vonkajsia sila, musi sa zachovavat celkova hyb-
nost tejto sustavy. Astronaut a medicinbal st na zaciatku v pokoji (samozrejme, v inej sustave to tak byt ne-
musi, ale ako uz zadanie napovedd, na celt tlohu sa pozerame v takej ststave, kde st astronauti na zaciatku
v pokoji). Ak oznac¢ime V' rychlost astronauta po tom, ako odhodi medicinbal, aplikovanim prvého zikona
zachovania hybnosti (M + m) - 0 = MV’ + myv = MV’ = —mv lahko ziskame velkost jeho hybnosti.

Na astronauta terazleti aj medicinbal odhodeny druhym astronautom. Ak ho chyti, ziska navyse dal$iu hybnost
—mvy. Rychlost kazdého z astronautov po tom, ako si vymenia medicinbaly, je teda (M 4+ m)V = —2mv —>

o m oy ;- ; . . ;. /s ;. ). 4m
V = —. = vakedze su ich rychlosti protismerné, ich vzdjomna rychlost je . ““-v.
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Pozrime sa najskor na situdciu, ked si Dusan lebedi na hladine. Vtedy sa nehybe, preto sily, ktoré nanho
posobia, musia byt v rovnovéhe. Menovite tiazova sila F; = a’p,,g musi byt v rovnovahe so vztlakovou silou

1.3 ‘ v . Vg % _ 1
F,, = 3a’p g na zaklade ¢oho vieme urcit hustotu Dusana p, = 3P,

Vztlakovd sila posobiaca na Dugana je funkciou hlbky ponorenia. Nech je doln4 podstava v hibke x pod hla-
dinou. Potom na Du$ana pdsobi vztlakova sila

F(x) = —a’xp,g= —a’pgx = —kx = k=ad’pg.
——

k

Znamienko ,,minus“ nam len hovori, ze ak je kocka vychylena nadol, tak vztlakova sila posobi smerom hore.
Bystré o¢i v tom rychlo spoznaju silu pruznosti harmonického oscildtora (pruzinky) s tuhostou k = a®p g, pre-
to mozno kocke ponorenej pod hladinou priradit potencidlnu energiu pruznosti E,, (x) = Jkx* = 1a’p gx*.
Nezabudajme v$ak, Ze tato ,,pruzinka“ sa zapina len pre kladné x, teda ked je spodna stena kocky pod hladinou,
asila uz dalej nerastie, ked spodna podstava dosiahne hibku a. Okrem toho sa kocka pohybuje aj v gravita¢nom

poli, preto m4 aj gravitatnu potencidlnu energiu, ktora je opat funkciou ponorenia Epo (x) = —3a°p gx.”

Ked Dus$an dosiahne najnizsie miesto svojej trajektérie, ma nulovu rychlost, a teda nulova kineticka energiu.
Podla zadania to ma byt v hlbke x = g, pretoze to je najmensia hlbka, pri ktorej je uz cely ponoreny. Jeho
celkova energia je teda dana suctom oboch potencialnych energii

1 1 1
E = Ep (a) + Epot (a) = 5p,80" — 2p.ga’ = 2p.ga”

Celkovd energia nam vy$la kladnd, ¢o vak nie je samozrejmost. Mohla by nam vyjst aj zaporn4, ¢o by zname-
nalo, Ze Dusan nikdy nebol cely nad hladinou, pretoze E,, je nezdpornd a teda E,,, by musela byt nevyhnutne
zaporna, ¢o zodpoveda aspon ¢iasto¢nému ponoreniu. My v§ak mame kladnu celkovu energiu, preto Dusan
musel skocit do vody z nejakej vysky 4. V momente, ked Dusan skace z mostika, ma este nulovu kineticka
energiu, a tak jedind energia, ktor ma, je potencialna gravita¢na energia. Zo zakona zachovania energia ma
platit E = Ep,, (—h), ¢ize $p ga* = 3a°p gh, odkial

1
h=-a.
2

Mohlo by sa nam zdat, ze na to, aby sme ulohu uspesne vyriesili, potrebujeme poznat hrubku pasky.
Ale vzhladom na to, Ze je konstantnd, o dlzke odmotanej pasky ndm presne hovori zmena obsahu kottica
s magnetickou paskou.

?Za nulovu potencidlovt hladinu sme si zvolili Groven, ked sa spodné podstava kocky dotyka hladiny. Znamienko ,,minus* je
tam, pretoze za kladny smer rastu x sme zvolili smer nadol.
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Zo zadania vieme, ze Jergudovi trvalo 20 minut, kym zmenil obsah kotu¢a s magnetickou pdskou z 7R* na
nRTZ. Cize odmotal 27R* pasky. Ak sa bude snazit zmensit polomer pdsky opét na polovicu, tzn. zmensit
obsah kottca na ﬂlf—;, bude musiet odmotat -=77R* magnetickej pasky. To je presne §tvrtina oproti tomu, ¢o na
zaciatku, takZe mu to potrva $tvrtinovy cas, teda 5 minut.

Zacnime kreslit v bode 1.
e Dej 1 — 2 jeizochoricka expanzia, ¢o vo VT-diagrame znazornime useckou rovnobeznou s osou T.
KedZe pocas izochorickej expanzie rastie tlak, musi aj teplota, kedZze p oc T.

» Dej2 — 3jeizobaricka expanzia, pri ktorej rastie objem aj teplota. Zo stavovej rovnice idedlneho plynu
pV = nRT si vyjadrime zavislost objemu od teploty V = (nR/p)T = V T, ¢o je v pripade izoba-
rického deja priamka zacinajuce v pociatku suradnic. Dej 2 — 3 je tisecka na tejto priamke pokracujica
z teploty T, az do nejakej vyssej teploty T.

o Dej 3 — 4 je izotermicka expanzia, ¢o je vo VT diagrame tisecka na priamke rovnobeznej s osou V.

o Dej 4 — 5 je izochorickda kompresia, ¢o bude znovu tsecka rovnobezna s osou T. Pozor si musime

dat jedine na to, ze body 2 a 5 lezia na izoterme, ¢ize musia vo VT-diagrame lezat na rovnakej priamke
rovnobeznej s osou V.

o Dej 5 — 1 je znovu usecka na priamke vychadzajtcej z pociatku suradnic.

Vysledny diagram teda vyzera takto:

Vi

V4__ 5 4

vi L 3
Tl ,—‘I[‘Z T4 'T

Mame informaciu o tom, kolko energie pretecie jednotkovou plochou kolmou na smer $irenia svetla za
jednotku casu, teda pozname slne¢nua konstantu k. Ocakavame, ze Slnko Zziari do vSetkych smerov rovnako,
preto musi mat vykon P = 47R%k, kde R je vzdialenost Zeme od Slnka. KedZe vykon je definovany ako energia
vyZiarena za jednotku Casu, celkova energia vyZiarend za ¢as 7 je E = Pt = 4nR%kr.

Zistili sme, kolko energie vyziari Slnko za rok, zadanie sa nas v$ak pyta na ubytok hmotnosti. Na prepocet

energie na hmotnost pouzijeme notoricky zndmy vztah E = mc*. Dostévame teda, Ze ubytok hmotnosti je
2

m = ¥RE 7a rok Slnko strati m ~ 1,35 - 10" kg.

Rovnako ako o par prikladov vyssie, zamyslime sa, kolko najviac plamenov vieme vytvorit. Kedze mo-
zeme knot zapdlit kdekolvek, hned od zaciatku moézu horiet dva plamene. Uz vieme, Ze jedno miesto dotyku
spravi z jedného plamena tri, a kedZe je knot sa sam seba dotyka dvakrat, m6Zzeme na dvoch miestach ziskat
maximalne $est plameniov. Teda minimaélny ¢as, za ktory zhori takto zapaleny knot je ¢.

Uz len konkrétny priklad. Ak knot zapdlime v strede, dostaneme dva samostatne horiace knoty polovi¢nej
dlzky, horiace od konca. Optimalne riesenie pre takyto knot viak pozndme z predchadzajucej tlohy, teda raz
sa bude knot dotykat v $estine a polovici (resp. zanedbatelne blizko k polovici) dizky, a druhykrat v polovici
a2 dlzky. HIa dalii obrazok.
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\

Jednu vrstvu mozeme celu vyskladat z pravidelnych Sestbokych hranolov s vyskou 2r a podstavou pravi-
delného $estuholnika so stranou 2r. Pravidelny $estuholnik mozno rozdelit na $est pravidelnych trojuholnikov
so stranou 27. Z Pytagorovej vety fahko zistime, Ze kazdy z trojuholnikov ma vy$ku v/3r. Obsah jedného troju-
holnika je v/37%, obsah podstavy v tvare pravidelného $estuholnika je 61/37>. Objem pravidelného $estbokého
hranola je potom jednoducho 121/37°. V jednom takomto hranole sa nachaza jeden cely pomarané a $est casti
pomaranca s objemom dvoch celych pomarancov (gul).

LV

2a

Pomarance teda zaplhaju objem (6 - 1/3 + 1) - 4/3nr° = 4nr>. Ultraluxusné pomarance bratov Cruderos
vyplnia (477°) /(124/37°) = 7/(3y/3) = 60% celého priestoru. Cisto pre porovnanie, ak by pomaranée ulozili
tym najhustej$im moznym sposobom, zaplnili by a7 77/(3/2) ~ 74% celého priestoru.

Tanker bratov Cruderos vazi M a pomaranée v fiom 7/(3+/3) Vp,. Ak voda vyplni vietok priestor medzi

pomaran¢ami, tak bude vazit (1 — 7/(3v/3))Vp. Z Archimedovho zékona fahko zistime objem ponorenej
Casti lode Vponor
M
4 T pp 1 T

Vonor: - — +1-— V.
P (p 33 p 3ﬁ)

Nad hladinou tak zostane tréat (V — Vponor)/ V objemu lode, teda presne

(%)
p)3vV3 Vp
Uvazujme, Ze voda v hadici sa sprava ako idedlna kvapalina. Vieme, Ze plati rovnica kontinuity medzi

vodou v hadici a vodou v tryske
nR? v = mr? V25

kde v, a v, su rychlosti v jednotlivych segmentoch.

Taktiez si musime uvedomit, Ze tlak na konci trysky musi byt atmosféricky. Teda ak oznac¢ime hladany pretlak
v hadici ako p, Bernoulliho rovnicu vieme zapisat ako

1 1
(P + Patm) + EPV% = Patm T EPV%-
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Tretia vec, ktora vyuzijeme je, Ze po tom, ¢o voda opusti hadicu, zachova si energiu, ale zmeni sa jej forma
z kinetickej mv3 na potencidlnu mgh. Teda plati

1 2
—v, = gh.
2278
Po troske matematického umenia so vSetkymi troma rovnicami dostaneme vysledok

4
p:p(l—r—>gh—9744kpa

Z pohladu Plysu sa satelit pohybuje zdanlivou uhlovou rychlostou w = 1°/s vo vyske h priamo nad jej
hlavou. To znamena, ze v skuto¢nosti pozorovala satelit pohybujuci sa rychlostou v = ho.

Otazkou teda je, aka je hodnota tejto rychlosti. Satelit obieha po stabilnej kruhovej drahe, takze z jeho pohladu
odstrediva sila kompenzuje ti gravita¢na.
M;m v?

G m
(Rz + h)? Rz +h

Ked vyjadrime rychlost obehu satelitu v poslednej rovnosti pomocou nami hladaného h, dostaneme

GMy,
wz

= h*(R; + h).

To je kubicka rovnica, ktora sa sice analyticky riesit da, ale je to tazké. Radsej treba vziat kalkulacky a opit sa
pustit do bindrneho vyhladavania ako v priklade 34 tohtoro¢ného Naboja, alebo si zostavit vhodny rekurentny
vztah a numericky ho dorazit, napriklad prepisanim na itera¢nt schému

GM

SRR

ktora pri vhodne zvolenych pociato¢nych podmienkach (staci aj iy = 0) rychlo skonverguje k spravnemu
vysledku. Rovnica ma sice tri korene, ale dva z nich st zaporné, takze ich v zmysle zadania prikladu mozeme
vylucit a ostane nam hodnota h = 438 km.

Vysvetlime si, o naozaj znamena pretazenie, aj ked sme to v zadani naznacili. Je to celkova sila, ktora
tla¢i mechanicky na teleso, vztiahnutd na jednotku hmotnosti. Teda samotna gravita¢na aj elektromagneticka
sila sposobuji nulové pretazenie. Preto, ked taky ¢ajnik pada volnym padom, jeho pretazenie je nulové, a ked
stoji na zemi a pdsobi nan normalova sila od podlozky, je rovné 1 g.

Na zdklade toho nie je tazké dospiet k tomu, Ze Superman mdze na ¢ajnik pdsobit maximalnou silou mG, a teda
¢ajnik moze byt zrychlovany smerom k zemi zrychlenim G + g, ale spomalovany iba spomalenim G — g. Ak
chce teda Superman polozit ¢ajnik na zem ¢o najrychlejsie, bude ¢o najdlhsi ¢as ¢, zrychlovat a potom zvysok
¢asu t, bude brzdit, az kym nepristane. Pre prejdent drahu a maximalnu dosiahnutt rychlost teda plati

h=(G+ g+ vt~ (G~ 9
=(G+gh =(G—-9t

Po uprave tychto rovnic dostaneme celkOV}'f cas

G+g hG
t:t1+t2— G—|—g GZ—gZ'
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Planéty na seba navzajom posobia gravitacnymi silami. Situdcia je zjavne uplne stredovo simernd, takze
mozeme spocitat, aka sila posobi na lubovolnu z nich.

Protilahla planéta sa nachadza vo vzdialenosti 2R, preto pdsobi silou velkosti F; = %";. Prilahlé planéty sa
nachadzaju vo vzdialenosti /2R, preto budd pdsobit silami velkosti F, = %”;. Zo symetrie tlohy je zrejmé,
ze vyslednica sil od dvoch prilahlych planét bude smerovat do stredu, preto si ich rozlozme do dostredného

smeru a smeru nan kolmého. Kolmé zlozky sa vybiju a preziju iba dostredné zlozky %Fz.
Vysledna sila posobiaca na planétu teda bude

FoR+2 Lo Ly l)or
— 41 \/52_4 \/z Rz'

Této sila spdsobuje pohyb po kruznici, ¢ize je dostredivou silou F = mw?R. Z rovnosti dostredivej a vysledne;j

gravitacnej sily dostavame w = <i + %) %. Z definicie uhlovej rychlosti w = 2 dopotitame periédu
obehu planét
4 R
T— ——— .
272+ 1 Gm

Popi$me si, ako skakanie lopti¢ky po schodisku prebieha. Fero hodi lopticku rychlostou v vodorovnym
smerom. Rychlost v tomto smere sa pocas celého pohybu nemeni, pretoze v nom nepdsobi ziadna sila. Zau-
jimavejsi je pohyb vo zvislom smere. Predpokladajme, Ze lopticka po odraze vystupa do vysky H nad schod.
V tomto momente ma vo vertikdlnom smere nulovu rychlost, preto za¢ne rovnomerne zrychlovat so zrychle-
nim g. Celé to trva cas t; a lopticka poklesne o vysku H + h, kde & je vyska schoda.

Popisuju to rovnice

1
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u; = gty. (2)

Po odraze sa zmeni vertikdlna rychlost lopticky na u, < u; a lopti¢ka vystupa do maximalnej vysky H. Je to
popisané rovnicami
1

H = uyt, — Egtﬁ, (3)
0= U, — gtz (4)

Celkovy c¢as pohybu je
= tl + tz. (5)

Za tento ¢as so v horizontidlnom smere musi lopti¢ka posuntit o dlzku schoda d, teda

d = vt. (6)

Pomer rychlosti po a pred odrazom je s vyuzitim (2) a (4)

t
k=2_7 7)
[Z51 t
Vyla¢me z rovnic (1) a (3) H a za u, dosadme (4). Dostaneme
2h
E:tf—tﬁz(tl—tz)(t1+t2):(t1—t2)t,
2h
h—th =—. (8)
gt
Z rovnic (5) a (8) vieme dopocitat trvania jednotlivych faz pohybu
t h
ti,=— =+ —. 9
12=5Ey )
Dosadenim do (7) a vyli¢enim ¢asu pomocou (6) dostavame
_gd* —2hvV (10)
gd? 4 2

Teraz uz mozeme dopocitat, do akej vysky H sa odrazi lopticka volne padajtca z vysky h. Koeficient k nam
udava pomer rychlosti po a pred odrazom. Takze pre rychlost dopadu pred odrazom plati w;, = /2gh,
rychlost lopticky po odraze, ak vyleti do vysky H, je w, = \/2¢H. KedZe plati kw; = w,, tak

2 & — 2hv*\?
H="2 e (82 g
2g gd? + 2hv?
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Ako vieme, praca, ktort vykona stroj pocas cyklu, je dana obsahom ttvaru ohrani¢eného prebiehajucimi
dejmi. Ozna¢me tlak a objem plynu vbode 1 diagramu p,, V;, podobne vbode 2 p,, V; avbode 3 nechje p,, V.
Pracu vykonanu pocas deja potom vypocitame uz jednoducho ako

W= (p,—p1)(Vs— V).

Dalej vieme, ze Lukaf skimal stroj, v ktorom bol pouzity idealny plyn, pre ktory plati stavové rovnica idedlneho
plynu. Ak vyuzijeme este fakt, ze ide o prave jeden mdl idealneho plynu, mézeme zapisat p, V, = RT}, p, V3 =
RT;. Dosadenim druhej rovnice v poradi do prvej ziskame vztah pre V3,

T
V3 == —3&
T p>

Dalej podla zadania vieme, ze spojnica bodov 1 a 3 prechadza pociatkom pV diagramu, teda musi nutne platit
umernost
h_ P

Vi V)

Vyjadrenim objemu V; a dosadenim do predchadzajtceho vztahu ziskame hodnotu p,,

P2 =pP1 T

Ak vyuzijeme vsetky vztahy, dosadenim do prvej rovnice ziskame hodnotu

W= p, (ﬁ—l) v, (%—1) :RTI(\/%—1>2:R(\/F3—\/E>2.

Zakladom je zakreslit si vetky sily pdsobiace na rybarov kladkostroj aj s tlovkom a balvanom.

Zacnime u balvana. Na ten posobi trecia sila maximalnej velkosti fing, kedze sa Smyka, a tahova sila T od lana.
To znamena, ze jeho pohyb popisuje 2. Newtonov zakon v tvare

ma = T — fmg.
Predpokladajme, ze na$ kladkostroj je idedlny. To znamena, ze lana su dokonale pevné, a teda prenasaju silu

z jedného konca na druhy. Kladky su taktiez idedlne, a teda sily aj momenty sil pdsobiace na ne musia byt
v rovnovéahe. Ked sa budeme riadit tymito zakonmi, dospejeme k rozloZeniu sil ako na obrazku.
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Na ko$ s rybami posobi gravitacna sila Mg a tahova sila od kazdého z lan, ktorej hodnota je 2T. Teda pohybova
rovnica ma tvar

MA = Mg — 4T.

Posledné, ¢o potrebujeme zistit, je vztah medzi zrychleniami A a a. Predstavme si, Ze lano s balvanom sa
posunie o vzdialenost x doprava. V takom pripade kazdé z volnych kladiek aj ko$ik s rybami poklesne o 5. Pre
zrychlenia teda musi plati a = 4A.

Z pohybovych rovnic uz fahko vyjadrime, Ze

M —4fm

T M+ 16mS

KedZe Tommy stoji medzi stenou a Enkou, okrem zvuku, ktory prichddza od Enky, pocuje aj zvuk, ktory
sa najprv odrazi od steny a az potom pride do Tommyho ucha. Ak by sa Tommy nepohyboval, tieto dva zvuky
— vlnenia budti medzi sebou interferovat a v zavislosti od toho, kde sa Tommy postavi, bude poc¢ut Enkino
zavyjanie silnejsie alebo slabsie.

V okamihu akonahle sa za¢ne Tommy pohybovat sa objavi aj Dopplerov efekt. Ten si rychlo odvodime, nie
je to ni¢ strasné. Pre jednoduchost na zaciatok uvazujme iba stenu a Tommyho bezZiaceho k stene rychlostou
v. Od steny prichadzadza Enkino zavyjanie, pri¢om maximé vin st od seba vzdialené prave o vinovu dlzku
A = cT, kde cje rychlost zvuku a T = 1/fje periéda Enkinho zavyjania. Tommy v8ak nebude pocut zavyjanie
s rovnakou frekvenciou resp. periédou, a to preto, Ze z jeho pohladu st maxima vin vzdialené od seba menej,
kedzZe bezi smerom k nim.

Uvazujme teda dve maxima vin vzdialené od seba cT a pohybujtice sa smerom doprava rychlostou zvuku ¢
a Tommyho pohybujuceho sa dolava rychlostou v. KedZze ale Tommy bezi smerom k dal$iemu maximu, ktoré
sa pobyhuje smerom k nemu, tak ho stretne za ¢as T', ktory je mensi ako T. Pre ¢as T’ zjavne plati (c+v)T' = cT
(vid obrazok). Odtial T' = =T

cT cT cT

I

1

I 4 4
C C C T | VT

1

1

Prave sme si odvodili Dopplerov efekt, Tommy bude zavyjanie, ktoré sa odraza od steny, pocut s frekvenciou
fi =1/T = (1 + v/c)f. Potom je tu este zavyjanie od samotnej Enky. KedZe ale Tommy beZi od Enky, jeho
rychlost ma teraz opa¢ny smer, ¢o sa prejavi zmenou znamienka pri v, t.j. zavyjanie, ktoré prichadza priamo
od Enky bude pocut s frekvenciou f, = (1 — v/c)f. Ak Vam nie je jasné preco, skuste si nakreslit podobny
obrazok!

Posledny efekt, ktory este prichadza do hry, je interferencia (skladanie) vlneni prichddzajice od steny a od
Enky.
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§ Acos[2nf, (t—x/c)+¢]
\ ANNNA>
N
N\
N
S Acos[2nf (t+x/c)]
§ PR “ NN ‘
N v
\ i

>,
X

Kazdd (rovinne polarizovant) vinu mézeme zapisat v tvare A cos(2nft £ 2/ - x + @), kde A je amplitada
vlnenia a ¢ je fizovy posun. VInovii dizku mozeme vyjadrit pomocou fako 277/A = 27f/c. Ak x rastie smerom
doprava a pri x je znamenieko +, vlna ide dolava; ak je tam znamienko —, vlna ide doprava.

V dal$om zapise sa pri x aj t objavia ¢iarky, chceme tym len zddraznit, Ze vlnenia skladdme v ststave spojenej
s Tommym’ V nasej ilohe méme dve vinenia, vinenie prichddzajice od Enky A cos(27f,(¢ + x'/c)) a vinenie
odrazené od steny A cos(27f;(f — x'/c) + ¢). Fazovy posun ¢ sme pridali len kvoli korektnosti, pre rieSenie
ulohy dalej nie je dolezity, jeho konkrétna hodnota zalezi od toho ako daleko sa nachadza Enka od steny.

Na zloZenie vlneni vyuzijeme suctovy vzorec

X+ X —
COSX + cosy = 2cos zycos Zy'

Pre sucet vlneni potom plati

Acos(2nfr(f 4+ x'/c)) + Acos(2afy(f' — ' /c) + ¢) =
= 2A cos (2ﬂ(f22+f1) 2 + 2n (f

2

I o (B 20l AT,

KedZe sa na vlnenie pozerdme z Tommyho pohladu v Tommyho sustave, plati x¥' = 0. Ak e$te vyuZijeme fakt,
ze f, + fi = faf, — fi = —2v/cfa parnost kosinusu, vyrazy sa ndm zjednodusia na

2A cos 2nift’ cos (Zn%%]rt') :

LAf

<

[\/\/\/\“ﬂﬂﬂ/\m
TR

Mobzeme v$imnut, ze prvy ¢len je rovnaky ako v pripade rovinnej viny (nezabudnime, Ze X' = 0), no je mo-
dulovany druhym ¢lenom s ovela nizsou frekvenciou (v < c), ktory moduluje amplitidu, a teda aj hlasitost

3 Ak sa v ¢ase nula nachéddzal Tommy pri Enke, plati ' = x — vtat' = t.
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vysledného zvuku. Kedze fudské ucho nie je citlivé na fazu, ale iba na amplitidu, nevie rozlisit medzi stavmi,
ked kosinus dosiahne hodnotu 1 a —1. Preto pocuje zvuk modulovany s frekvenciou Af = 2v/c¢f. Odtial uz
lahko ziskame hladant frekvenciu Enkinho zavyjania f = - Af.

Jednoduchsia moznost, ako sa dopracovat k rieseniu, bola pozerat sa ¢o sa deje s vlnenim priamo v sustave
spojenej s Enkou resp. pevne stojacou stenou. V tejto sistave vinenie prichadzajuce od Enky A cos(27f(t +
x/c)) interferuje priamo s vinenim odrazenym od steny A cos(27f(t — x/c) + ¢) vytvarajuc tak stojatt vinu

Acos (2nf (t + x/c)) + Acos (2nf (t — x/c) + ¢) = 2A cos (2nt + 7/2) cos (2nfx/c — 7/2).

V tejto stistave je vinova dlzka viny c/fa uzly resp. kmitne st od seba vzdialené o polovicu vinovej dizky. A tito
vzdialenost prebehne Tommy za ¢as 1/(Af) = ¢/(2fv). Zvy$ok rieSenia je uz nasledne rovnaky ako v prvej
metdde vypoctu.

Vypocitajme najprv poziciu taziska prazdneho poharika. Vdaka symetrii bude urdite tazisko lezat v ur-
¢itej vyske z, nad stredom podstavy poharika, ¢iZze rovno moZeme pisat, Ze tazisko bude na pozicii [0; 0; z,).
KedZe steny pohérika st homogénne, mézeme zaviest plosnu hustotu ¢ = M/(5s%). Tazisko kazdej bo¢nej
steny sa nachddza vo vyske s/2 a tazisko spodnej steny je vo vyske 0. Tazisko prazdneho poharika sa teda
nachadza vo vyske

() (20) £ (0 () _ (5)-(40) 2
M (5s82)a 57

Potom ako Dedusko zacal s autom brzdit spomalenim a sa hladina kavicky naklonila. V sustave spojenej
s autom posobi na vietky objekty zotrva¢né zrychlenie a v horizontalnom smere. Okrem toho tu stale posobi
tiazové zrychlenie ¢ smerom nadol. Hladina sa nakloni v takom smere, aby vysledné zrychlenie bolo kolmé

na hladinu kavicky.

a

Oproti horizontdlnemu smeru sa tak kdva nakloni o uhol «, pre ktory plati tan(a) = a/g. Ozna¢me x rozdiel
vy3ok hladin na stene pohérika pred a po zacati brzdenia. Pre x plati tan(a) = 2x/s. Odtial x = 1(a/g)s.
Vypocitajme teraz poziciu taziska [xi, yk, zx] kavicky potom ¢o sa nakloni. Kavicku mozno rozdelit na dva
utvary. Kvader so $tvorcovou podstavou s a vy$kou (h — x) a zrezany hranol so §tvrocovou podstavou a bo¢nou
stenou vysky 2x.
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S22

Tazisko kvédra s vyskou (h—x) sa nachadza na pozicii [0; 0; (h—x) /2]. Tazisko zrezaného hranolu velmi lahko
ur¢ime, ak ho budeme pocitat vzhladom na bod [0; 0; h]. KedZe tato ¢ast kévicky mé tvar trojbokého hranolu,
v podstate poéitame taZisko trojuholnika. TaZisko trojuholnika lezi na taznici t, ktora spaja stred prepony
a protilahlého vrcholu v jednej tretine jej dizky. Z podobnosti trojuholnikov vieme, Ze tazisko sa vzhladom
na bod [0; 0; k] nachddza o s/6 viac doprava a o (s/6) tan(«) nizsie. Tazisko trojbokého hranola teda lezi na

pozicii [s/6;0; h — (s/6)(a/g)].

S/2
S/6
X
a
(o}
IR
t X
h A
h-x
S
Ostéva uz vypocitat len spolo¢né tazisko [x;; yy; z;| vSetkych Casti
(0) - (M) +(0) - ((h —x)s°p) +(s/6) - (xp) _ s'p @ _ 1
B M+ (h — x)s?p + xs?p  12(M+hs?p) g 36
. (0) - (M) +(0) - ((h —x)s°p) +(0) - (x5°p) _

M+ (h — x)s?p + xs?p
(%s) (M) + (h%x) - ((h—x)s*p) + (h — ég) (xs?p)  EM 4L <h2 + %2—252> 101

Zt: = = ——8.

M+ (h — x)s?p + xs?p M + hs’p 360

Tazisko Deduskovej kavicky teda lezi na pozicii
1 101
—5;0; —s| .
36 360

Ako prvé si pre jednoduchost oznacime odpor stvrtkruznice odporového drétu ako R = %Am’, kedze
kazdy odpor medzi lubovolnymi dvoma uzlami olympijského zapojenia vieme vyskladat zo $tvrtkruznic.
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Teraz k samotnej pointe ulohy. Zapojenie vyzera viac ako komplikovane a s istotou by sme jeho odpor mohli
vypocitat pomocou Kirchhoffovych zakonov. To vSak neurobime, ale vyuzijeme fakt, Ze medzi bodmi s rovna-
kym potencidlom po spojeni nebude tiect Ziaden prud, a teda vysledny odpor sa nezmeni. Lahko nahliadneme,
ze su to prave tie body, ktoré si symetrické podla hlavnej osi prechadzajticej bodmi A a B. Po prekresleni a za-
meneni odporového drotu za rezistory s odporom R dostavame:

D

Takto sme dostali schému uz len sériovo a paralelne zapojenych rezistorov, ¢o je lahké spocitat. Preto vypiseme
len medzi vysledky bez postupu. Odpor medzi bodmi C a D ma hodnotu R¢p = %R, a teda odpor medzi
bodmi Ca Bje Rcg = 5 R.

Vysledny odpor medzi bodmi A a B je teda

X 29,29,
= —R= —Anr.
AP T4 82

Jojo je odmotané prave vtedy, ked prejde jeho tazisko drahu L. To znamena, Ze ak zistime zrychlenie
taziska joja, ¢as uz len jednoducho dostaneme ako t = / %.4

T

Na to, aby sme zistili zrychlenie joja, potrebujeme poznat vSetky posobiace sily a momenty sil v ststave. Ako
vidime na obrézku, sily st len dve. Gravitaéna (2M +m)ga tahova vlanku T. Pre jojo teda musi platit pohybivé
rovnica

(2M + m)a = 2M + m)g — T.

Ked sa pozrieme na momenty sil vzhladom na os prechadzajtcu taziskom joja, zistime, Ze je iba jeden. Pre
rotacny pohyb preto plati
108 = Tr,

*Samozrejme za predpokladu, Ze zrychlenie je kon$tantné a nenulové, o — ako neskor uvidime - je.
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kde I, je moment zotrvacnosti joja okolo spominanej osi. Kedze moment zotrvac¢nosti je aditivna veli¢ina
a moment zotrva¢nosti homogénnych valcov ma tvar Jmr?, tak Iy = 3mr* + 21 MR*.

Ako posledné si musime uvedomit, Ze lanko je pevne pripevnené k joju, takze pri odmotavani po povrchu sa
neklze, ale pekne odvija. Teda a = er.

Teraz uz staci iba chvilku pomasirovat rovnice a dostaneme zrychlenie

(2M + m)r*
a= )
MR + 2M + m)r®

ktoré je naozaj konstantné, tak ako sme predpokladali. A teda

 [2MR 4 (4M 4 3m)P L
n (2M + m)r? g

Ozna¢me hladant vysku stipu k. Aby bol opasok v kazdom bode napnuty, v miestach, kde sa prestava
dotykat Zeme, musi mat smer doty¢nice. Cely problém parametrizujeme pomocou uhla «, ktory vyjadruje
poziciu miesta, kde sa prestdva opasok dotykat Zeme voci pozicii stipu. Polomer Zeme ozna¢me Ry a rozdiel
obvodu Zeme a dlzky celého opasku o ozna¢me A.

Opasok mozeme rozdelit na dve ¢asti. Cast kruznice vytyéenti obvodovym uhlom 27 — 2« a Cast tvorent
preponami pravouhlych trojuholnikov. Dlzku ¢asti kruznice vypocitame jednoducho ako (277 — 2a)Rz. Dizku
prepon urcime taktiez jednoducho, ak si uvedomime, kde vSade sa nachddza uhol a. Po troske geometrie
a vyuzitim zopar pravouhlych trojuholni¢kov zistime, ze dlzky prepon st Ry tan(«).

Pre celkovu dizku opasku plati
0=2nR; + A = (2m — 2a)Ry + 2Rz tan(«).

Nachvilku sa budeme tvarit, Ze sme uz tto rovnicu pre « vyriesili. Ostava nam uz len urcit vysku stlpu h. Po
troSke geometrie zistime, Ze musi platit

] (SmZ(a)

cos(a)

+COS((X)> =h+R;, = I’l:Rz(
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OK, teraz spat k povodnému problému, ako vyriesit rovnicu pre a. Tato rovnicu zjavne nevieme riesit vseobec-
ne, kedZe sa v nej vyskytuje kombindcia vyrazov obsahujtcich « a tan(e). Takze sa k rieSeniu budeme musiet
dopracovat nejakou pribliznou metédou. Ukazeme si dva postupy, prvy z nich je zalozeny na aproximacii fun-
kcif Taylorovym rozvojom’, druhy z nich na prostoduchom rie$eni rovnice po dosadeni numerickych hodnot
napriklad metédou delenia intervalu - teda bindarnym vyhladavanim.

Taylorov rozvoj

Zo zadania vieme, Ze A = 1m, ¢o je radovo menej ako R; = 6371 km. Intuitivne asi tusime, ze h bude voci
Ry relativne malé, a preto mozeme oc¢akavat, Ze aj samotny uhol & < 1. Pre « blizke nule plati :

_ o
sin(a) ~ a < + ...
2
o
~1——
cos(a) 5 +
o
tan(a) ~ a + 3 +
sin*(a ot
@ o o
cos(a) 6

Dosadenim aproximadcie tan(«) do rovnice ziskame pribliZné rie$enie pre a v najniz§om rade

3
2R, + A = 2Ry — 2aRy + 2aRy + 2RZ% ¥

3 A\ 3
T I e .
(%)

Pouzitim Taylorovho rozvoja v druhej rovnici

Ry (D L coga) 1) ~r (E L (38 2 ) a6
= Ccos\&x) — ~ — ~ — - = m.
“\ cos(a) “\ 2 2 %\ 2R, ’

Binarne vyhladavanie

Asi najjednoduchs$ia metdda, aki mozeme pouzit, je bindrne vyhladdvanie. Nemusite sa bat, nie je to nic¢
stra$né. Najprv si v§ak z rovnice urobime funkciu f(a«) = A + 2aRz — 2Rz tan(«a). Teraz sa budeme pozerat,
ako sa meni znamienko tejto funkcie na nejakom intervale.

Ak sa totiz zmeni znamienko na nagom intervale, ur¢ite tam bude lezat koreri.® Celd myslienka je zaloZend na
rozumnom zmenseni tohto intervalu, napr. aby sa hodnoty h vypocitané zo zac¢iato¢ného a kone¢ného bodu
intervalu nelisili iba v metroch - a ak si chceme byt isti, tak aj na prvom desatinnom mieste.

1. Na zadiatku si tipneme, v akom intervale (x, y) bude lezat rieSenie. V naSom pripade to je lahké, rieSenie
urcite lezi medzi 0 a 0,1 (prvotny tip).

2. Nasledne sa pozrieme na hodnotu funkcie f(«) v bode o = ’%y Podla toho, aké je znamienko funkcie
v tomto bode, si v dalSom kroku zoberieme znovu taky interval, na ktorom sa meni znamienko funkcie.
Cize zmenime bud x alebo y na teraj3i stred.

fixo)' fixo)"

1! (x=2x0)+ 2!

>Taylorov rozvoj funkcie f(x) v okoli bodu xy je f{x) = f(xo) + (x — x0)*+. .., kde Ciarky znacia derivécie
funkcie v danom bode.

®Toto tvrdenie vskutognosti plati iba pre spojité funkcie — také, ktorych graf sa d4 ,nakreslit jednym tahom"
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3. Postup opakujeme, pokial interval nie je dostato¢ne maly, v nasom pripade pokial sa vypocitané hodnoty
h nelisia viac ako na prvom desatinnom mieste.

Po niekolkych iteraciach sa opét dostaneme k hodnote 121 m.

Ozna¢me C* kapacitu Polika, ked je obkoleseny zo v$etkych stran nekone¢nym mnozstvom vody, v Sa-
movej terminoldgii je ,,uplne potopeny*.

Zo symetrie lahko vieme, zZe ak Polika obkoleseného vakuom rozdelime na polovicu, kazda z polgul bude mat
polovi¢nu kapacitu. Rovnako na to mozeme prist, ak si uvedomime, Ze dve polgule tvoria dva kondenzatory
zapojené paralelne. Na tomto vysledku by sa ni¢ nezmenilo, ak by bol Polik v lubovolnom dielektriku, teda je
uplne jedno, aky materidl ho obklopuje, polovica Polika ma presne polovi¢nu kapacitu.

Ak nechame Polika volne plavat na hladine, kedZe ma akurat polovi¢nt hustotu ako voda, prave polovica
Polika je potopend a polovica nad hladinou. KedZze povrch Polika je kovovy, tvori ekvipotencialnu plochu. Na
kazdu z polovic Polika, leziacu kazdu v inom dielektriku, sa tak pokojne mézeme pozerat ako na samostatny
kondenzator a na celého Polika ako na paralelné zapojenie tychto kondenzatorov. Pre kapacitu Polika v tomto
pripade teda plati

C0+C*
2 2

QOdtial uz lahko ziskame hodnotu C* = 2C; — C,.

Pri rieSenti tejto tlohy vyuzijeme princip virtualnych prac. Vdaka tomuto postupu zistime, ako suvisi na-
pétova sila T'v stuhe od pretlaku Ap v krabici. Maximalny mozny pretlak potom uz dostaneme iba jednoducho
tym, Ze do ziskaného vztahu dosadime za napatovu silu T hrani¢nu silu F zo zadania.

Princip virtudlnych prac hovori to, Ze ak sa sucasti fyzikalneho systému v stave rovnovéhy posund o nejaké
malé virtudlne posunutie pod vplyvom urcitych sil, tak ak je systém naozaj v stave rovnovahy, potom sucet
vetkych ciastkovych prac vykonanych tymito silami je nulovy.”

Skusme aplikovat princip virtudlnych prac v nasom pripade. Ak je v krabici pretlak Ap, na kazdu zo Siestich
$tvorcovych stien kocky posobi sila Apa?. KedZe st steny kocky z velmi tvrdého karténu, nemozu sa deformo-
vat, ale len posunut o nejaké malické Ax. KedZe je vak kazda stena kocky pritlacana dvomi stuhami, ktoré su
napnuté, pri posuvani stien krabice musime vykonat aj pracu, vdaka ktorej prekoname napétové sily v stuhach.

Ak si uvedomime, Ze na kazdu stenu krabice pdsobia dve stuhy spolu celkovou silou 4T (kazda z dvoch stih
sa na krajoch kazdej steny dvakrat zohne, ¢ize kazdej stene pripadaju $tyri zohnutia stuh - vid obrazok), lahko
vypocitame pracu, ktord musime prekonat pri posunuti steny krabice o Ax ako 4TAx.

"Pod pojmom virtualna prica mame na mysli pracu, ktort vykonaju silu, ak by naozaj tato pracu tieto sily konali, aviak ako uz
naozaj ndzov napoveda, tato praca sa v skuto¢nosti silami nekond, kedze posunia st iba myslené - virtualne a nic¢ sa v skuto¢nosti
nehybe. Cely koncept je teda naozaj postaveny na tom, ak tato sila vykona pracu... potom...

info-sk@physics.naboj.org 31 https://physics.naboj.org/


mailto:\stringEmail 
https://physics.naboj.org/

P

Vzorové riesenia 19. Fyzikdlny Ndboj, 2016 NITE
Ape’
| , iy 4 T 7
AX z 7 z

KedZe stien je spolu $est, podla principu virtualnych prac musi byt celkova praca, ktort vykoname posunutim
vsetkych stien krabice, rovnaka ako celkova praca, ktort vykoname natiahnutim vsetkych stuh.

1
6-Apa>=6-4-T = T:ZAPQZ

Ak dosadime do T maximalnu mozn silu, ktord este stuhy zvladnu, ndjdeme maximalnu moznu hodnotu
4F
pretlaku 5.

Uloha je sice trojrozmerna, ale paraboloid je rota¢ne symetricky, takZe sa ndm stali pozerat na Iubo-
volny dvojrozmerny prierez. Tymto prierezom bude samozrejme cast paraboly. Ta si m6Zeme zorientovat do
stradnicovej ststavy tak, aby bola simerna vzhladom na os y a jej vrchol lezal v pociatku. Slnko potom bude
lezat priamo na osi y v (prakticky) nekone¢nej vzdialenosti.

N

V tychto suradniciach je nasa parabola definovana predpisom y = ax?, pricom konstantu a vieme urcit zo
zadania. Vieme totiz, ze x-ovej siradnici r prislicha prave okraj zrkadla, ktorého zvisla vzdialenost od vrchola
musi byt h. Plati teda

ar* = h — a = —.

Predpis paraboly teda pozname, potrebujeme este najst ohnisko. Dad sa najst roznymi spdsobmi, napriklad
pomocou odrazu laca alebo derivovanim, ukazeme si vSak jednoduchsi postup. Parabola sa da popisat aj ako
mnozina bodov, ktorych vzdialenost od ohniska a priamky (zvanej direkcnd priamka) je rovnaka. Je teda zrej-
mé, e vrchol paraboly bude prave v polovici dizky najkratsej isecky spéjajicej ohnisko s priamkou. Ozna¢me
si rovnaké vzdialenosti medzi ohniskom a vrcholom a vrcholom a direkénou priamkou f. Ak je vrchol para-
boly v pociatku stiradnicovej ststavy, ohnisko sa nachddza v bode [0, f] a direk¢né priamka je dané predpisom

y=—F
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y
y=ax

f

—f| y=-f

direkéna priamka

Teraz sa nam staci pozriet na fubovolny bod paraboly a zistit, pre aka hodnotu f bude podmienka rovnakych
vzdialenosti splnend. Aby sme sa vyhli Pytagorovej vete, zvolime si tento lubovolny bod (oznaceny G) tak, aby
jeho y-ova sturadnica bola prave f. Vzdialenost od ohniska bude potom rovna jeho x-ovej suradnici, ktoru si
oznacime g.

Z predpisu paraboly y = ax* vieme, ze pre bod G plati f = ag’ z podmienky rovnakych vzdialenosti zas
pozname vztah ¢ = 2f. RieSenim tejto jednoduchej stistavy rovnic ziskame riesenie f = -, ¢o je po dosaden
2

Za da rovne e

Ostava nam vypocitat potrebny uhol. Parabolu si oto¢ime tak, aby x-ova stiradnica ohniska bola vacsia, nez
x-ova suradnica pravého okraja; a teda aby mast kvapkajtica z ohniska uz samotné zrkadlo nemohla zasiahnut.
To nastane prave pri otoceni o uhol . Podla zadania v§ak nehladdme uhol od zenitu, ale od obzoru, teda
doplnok uhla 8 do 90°. No a to je prave uhol « z obrazka. Jednoduchou trigonometriou ziskame vysledok

f—h = —h r — 4h?
— o = arctan = arctan ————.
r r 4hr

tana =
Uvazujme, Ze teplo medzi hrncom a zvyskom miestnosti sa prenasa iba Ziarenim, to znamend, Ze sa
budeme riadit Stefan-Boltzmannovym zdkonom Ziarenia. Ked je Cajkin hrniec v stave teplotnej rovnovahy,
vSetku energiu, ktord vyzaruje, musi aj prijimat, ¢i uz od platnicky alebo od okolia. Matematicky povedané,
musi platit
0ST} =P+ 0ST,,

kde o je Stefan-Boltzmannova konstanta, S povrch hrnca, P vykon platni¢ky, T; teplota vody a hrnca, a T
teplota okolia, ¢ize stien kuchyne.

Ked hrniec prelozi na vacsiu platnicku, vykon platnicky sa zvysi na 2P, no stupne aj mnozstvo vyzarovanej
energie a prebytok sa minie na vyparovanie vody. Teda plati, Ze

pVi

O'STZL—FTZZP—FO'S’Z%,

pricom T, je teplota varu vody, p hustota vody, V objem vody, I skupenské teplo vyparovania vody, a ¢ cas,
ktory hladame.

Jednoduchou tpravou rovnic dostaneme ¢as, za ktory sa voda vypari
Vpl

f= ——
Ti—T}
p(2-33)

=14 097s =3,9h.
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Dlzkova hustota hokejky za predpokladu zo zadania je A = T4~ Momenty zotrvacnosti budeme hladat
zvlast pre rukovit a zvlast pre cepel a potom uz len vyuzijeme aditivitu momentu zotrvacnosti vzhladom na
spolo¢nt os otd¢ania. Budeme vychadzat zo zndmeho momentu zotrvaénosti ty¢e hmotnosti M a dlzky x
okolo taziska J; = -5 Mx*®. Dalej budeme pouzivat Steinerovu vetu, ktora hovori, Ze ak pozname moment
zotrvacnosti okolo osi prechadzajucej taziskom ]y, tak moment zotrvacnosti okolo osi rovnobeznej s touto

osou a vzdialenej r je J, = Jo + Mr*.

Zratajme najskor moment zotrvac¢nosti rukovite hokejky. S vyuzitim Steinerovej vety dostavame

PR S, L\* mL A 1 mL?

= —m m (=) =—— =+~ = -

ot "\2 L+d\12 " 4 3L+d

Teraz sa pozrime na Cepel. Vzdialenost taZiska Cepele od osi otd¢ania uré¢ime pomocou kosinusovej vety a* =
2

L* + dZ — Ld cos a. Moment zotrvacnosti ¢epele je potom

1 d 1

Moment zotrvac¢nosti hokejky okolo osi otacania O je potom

%L3 + 1°d — Ld* cosa + %d3

J=JL+Ja=m L+d

Vyuzime e$te informacie zo zadania: L = 5d a « = 120°. Vysledok sa nam zjednodusi na

139
J= "—"md* = 11,6 md*.
12

Pozrime sa najskor na pripad pred zopnutim spinaca. V takom pripade mame paralelné zapojenie dvoch
vetiev, kazdu tvorent dvomi do série zapojenymi kondenzatormi.

C 2C
+q1 _ql +q1 _ql

+q, 9 9, 9L
4C 3C

8 Ak nie je znamy, da sa vypocitat $kdlovanim alebo integrovanim.
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Na dvojiciach kondenzétorov C, 2C a 3C, 4C musia byt rovnaké néboje’ - oznalme ich g, resp. ¢,. Nie je
problém dopocitat, aky naboj bude na jednotlivych kondenzatoroch, no prv nez sa pustime do bezhlavého
ratania, zamyslime sa nad tym, ¢o chceme vypocitat. Zaujima nas, aky naboj pretecie cez spina¢ po jeho zop-
nuti. Cez spinac pretekd ndboj spomedzi kondenzatorov C, 2C medzi kondenzatory 3C, 4C. To znamena, Ze
nds zaujima, ako sa zmeni sucet nabojov na platniach kondenzatorov C, 2C, resp. 3C, 4C, prilahlych k spina-
¢u. Tento sucet nabojov pred zopnutim vsak vieme urcit bez akejkolvek namahy, kedze na oboch z dvojice
kondenzatorov je rovnaky naboj, teda ich sucet je (—q;) + (+q1) = (—q2) + (+g2) = 0.

+Q1 *Ql +Qz _Qz

Preskiimajme teraz situaciu po zopnuti spinaca. V tomto pripade st uzly medzi dvojicami kondenzatorov
spojené bezodporovo, preto ich mozno stiahnut do jedného a schému prekreslit na sériovo zapojené 2 para-
lelné zapojenia 2 kondenzatorov. Tentokrat moze naboj prechadzat aj medzi povodnymi vetvami, takze na
jednotlivych kondenzitorch mozu byt rdzne néboje — oznaéme ich postupne Q; az Q,. Co ale platit musi,
je, ze naboj nevie pritiect do ¢asti obvodu medzi kondenzatormi, teda celkovy naboj na prilahlych platniach
kondenzatorov musi byt nulovy

—Q+Q+Q—Q=0. (1)

Zratajme si celkovu kapacitu uvazovaného zapojenia kondenzatorov. Kapacity sa skladaji presne naopak ako
odpory, teda vyslednd kapacita zapojenia je 2C. Na vonkajsich platniach kondenzatorov je dokopy celkovy
naboj Q; + Qg a napdtie na nich je U, teda mozno pisat

Q+Q
g—C_ U. (2)

Vieme, Ze v kazdej uzavretej slucke ma byt sucet napati nulovy. Napisme si rovnice pre slucky s kondenzatormi
C,4Ca2C, 3C.

Q_ Q
C  4C (3)
S—é _ 3%. ()

Mame sustavu 4 linearnych rovnic o 4 neznamych, ktort potrebujeme vyriesit. Konkrétne nds zaujima dvojica
nabojov Q, Q,, resp. Qs, Qu, pretoze nas zaujima iba sticet nabojov na dvojici susednych kondenzatorov
v povodnom zapojeni. Riesenim tejto sustavy je

1
Ql — ECU,
QZ = CU)
3
Q3 - ECU;

Pretoze medzi dvojicu kondenzatorov ndboj nem4 ako dotiect.
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Q, = 2CU.

Zoberme si napriklad sucet nabojov na vnutornych platniach kondenzatorov C, 2C:

(—Q)) + (+Qy) = %CU.

Povodne tam vsak bol nulovy naboj, takze tento naboj tam musel pretiect cez vetvu so spinacom. Cez spinac
preto po zopnuti pretecie naboj %C U.

Zavedme najprv oznacenie pre predlzenie pruzin, x; pre spodnu pruzinu s tuhostou K, a x, pre vrchnu

pruzinu s tuhostou k.

Vypocitajme predlzenie pruzin v stave rovnovahy. Vieme, Ze sily aj momenty sil pdsobiace na idealnu kladku
musia byt nulové, takze plati

mg
mg = Kx° = O ===
g 1 1 K
2m
mg + Kx) = kx) = Xy = Tg

Idealna kladka je nehmotna, to znamena, Ze sily a momenty sil pdsobiace na nu musia byt nulové nie len v stave

rovnovahy. Analogickym spdsobom dostaneme vSeobecne platny vztah x; = %xz.

Predstavme si teraz, ze systém okolo rovnovaznej polohy kmita. Povedzme, zZe zavazie je vychylené z rov-

novéznej polohy smerom nadol'’ o x" a pohybuje sa rychlostou v. Ak zvolime hladinu nulovej potencidlne;j

energie v rovnovéznej polohe, potencidlna energia zavazia je —mgx’, a jeho kinetickd energia je 3mv?.

Potencidlne energie pruzin sa pri vychyleni taktiez zmenia oproti rovnovaznej polohe. Konkrétne potencialna
. . v. . 2 .. 2 .y oo v

energia spodnej pruziny je ;K (x) 4+ x})” a vrchnej je 3k (xJ + x})°, pri¢om x] a x} st vychylky pruzin z rov-

novaznej polohy. Aj pre ne plati, ze x| = %x’z, no naviac st zviazané s vychylkou zavazia vztahom

x =X, + 2.
V tomto pripade sa energia zachovava, kedzZe v systéme neuvazujeme trenie. Teda

1 1 1
E = konst. = —mgx’ + Emvz + EK (x + x’l)2 + Ek (x5 + x'z)z
1 1
=K () + Ek (9)* + [Kx%%], + kadx, — mg () + 24,)]
1 1 1
+ EKx'f + Ekxlz2 + Emvz.
Prvé dva ¢leny vyrazu su konstantné a treti je nulovy vdaka podmienkam pre rovnovaznu polohu. To znamena,
ze pri kmitani systému sa ,,prelieva“ energia iba medzi zvy$nymi ¢lenmi a teda plati
1 1 1 1 1 1
E' = konst. = Elelz + Ekx’z2 +-my =~ X+ —m,

4 1
2 24417 7o

Tento vysledok by mal byt kazdému znamy ako energia harmonického oscilatora, ktorého peridda je urcena
konstantami pri x* a v*. Katkina hracka teda kmité s periédou

4 1
T=2 -+ —=.
T m<k+K)

19pokojne by mohlo byt vychylené aj nahor, vo vieobecnosti na tom nezaleZi.
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Oznac¢me si najmensiu Supku ¢islom 1 a najvacsiu Supku ¢islom 3, rovnako budeme indexovat naboje
a potencialy na Supkach. KedZe ide o kondenzator, pre sticet nabojov na Supkach musi platit

Q+Q,+Q3=0.

Predstavme si, ze na druhu $upku privedieme naboj Q a drzime ju na potencidli U, potom Q; + Q; = —Q.
Potencial na prvej a tretej Supke mozeme polozit rovny nule. (Dolezity je len rozdiel potencidlov medzi prvou
a druhou resp. tretou a druhou Supkou. Potenciadlovy rozdiel drzime v kondenzatore konstantny. V nasom
pripade je rovny prave U.) Kapacitu Samkovej cibulky vypocitame jednoducho, ak najdeme aky je stvis medzi
potencidlovym rozdielom U a ndbojom na kondenzatore Q. (C = Q/U)

Pre potencialové rozdiely medzi Supkami musi platit ¢, — ¢, = ¢, — ¢, = U. Spocitat potencidlové rozdiely
nebude tazké, len si musime uvedomit, Ze elektrické pole medzi nejakymi dvomi Supkami (napr. 2 a 3) je uréené
len nabojmi, ktoré lezia na mensich Supkach (v tomto priklade 1 a 2). Preco? Na chvilku si predstavme, ze
mame iba jednu kovovu $upku nabiti nabojom Q. Mimo Supky, vo vzdialenosti r od stredu, ma elektrické pole
radialny smer a velkost E = Q/(47meor?), vo vnutri Supky je vSak elektrické pole nulové a potenciél konstantny
a rovnaky ako na povrchu. Pekné geometrické vysvetlenie najdete vo vzoraku k prikladu 36 z Naboja z roku
2015.

Potencidlovy rozdiel ¢, — ¢, je

U - . Q 1 1 n Q 1 1
— % ¢3_47T£0£r 2R 3R 4mege, \2R 3R/’

Potencidlovy rozdiel ¢, — ¢,

o Q@ (11
e (P1_47T£08r 2R R/

Polozenim tychto rovnic do rovnosti, vyuzitim Q, = Q vieme vyjadrit Q; = —Q/4. Ak teraz vlozime tuto
informaciu do druhej rovnice, ziskame hladany vztah medzi Ua Q,

_ Q1
 167epe, 2R

Odetial uz lahko vidime, ze kapacita Samkovej cibulky je 327eje,R.

Zacneme tym, Ze si vypocitame hmotnost celého valova. Zatial uvazujme, Ze ma plosnu hustotu 0. Ten
je zlozeny z dvoch podstav s plochu %ﬂRz a plasta plochy nRH. Teda valov ma hmotnost

m = onR(R + H).

Ako dalsie zistime polohu taziska valova. Je jasné, Ze sa bude nachadzat na osi symetrie, takze nas zaujima iba
vzdialenost od stredu ,,pévodne celého” valca. Teda dostavame

2. ogRZ%TR + OﬂRH%R B R <

4
= -R+4+2H|.
"t m n(R+ H) - )

3

Ked vychylime valov z rovnovaznej polohy o uhol ¢, jeho potencialna energia stipne o

E, = mgr(1 — cos ¢).
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Kineticku energiu moézeme vyjadrit ako kinetickd energiu otdcania okolo okamzitej osi otacania, avsak ta sa

bude neustale menit. Preto .
E = EIsz,
kde I, je moment zotrvaénosti okolo aktualnej osi otd¢ania. Tazisko bude od tejto osi nej vzdialené o [ (vid

obrazok), pri¢om plati kosinusova veta I* = r? + R* — 2r,R cos ¢.

1]

1./ 9/

I
LU

To, ¢o nepozname, je prave moment zotrvacnosti, takze sa pustme do jeho pocitania. V prvom rade potrebu-
jeme zistit moment zotrvacnosti jednotlivych casti valova okolo ich taziska I, a nasledne okolo osi otac¢ania
In. Pouzijeme na to dvakrat Steinerovu vetu.

1, 1 4\ (1 8
Ity = -0nR* — —onR" | —R | =onR* |- — — |,
4 2 3n 4  9r?

I I + 1cmRzl2 onR* > 4
= - = — — —Cos .
Al T1 ) 4 37 ()

Pre podstavy dostavame

Rovnako pre plast dostavame

3 2.\’ 3 4
It, =0onR°"H—onRH | —R | = onR'H 1——2 R
T T

4
In, = Ity + onRHP = onR’H (2 — —cos go) .
A

N4s budu zaujimat malé kmity, takze uhol ¢ bude velmi maly. Pre malé uhly ¢ ale plati'’

vysledny moment zotrva¢nosti moézeme vyjadrit ako

4 3 8
Ihn =2\ +Iy,=0nRP|H(2—=)+R[Z—-—].
T 2 3

Ako posledné vypocitame celkovt energiu systému, pricom ¢len (1 — cos ¢) v potenciédlnej energii poloZime
rovny prvému nenulovému ¢lenu rozvoja kosinusu, ¢ize vyuzijeme priblizny vzorec

cos ¢ = 1, takze

2
4
1 —cos¢gp ~ —.
? 2
Pre celkovu energiu teda dostavame

1 1
E= Emgmpz + EIsz = konit.

Plati to z rozkladu kosinusu do Taylorovho polynému, pri¢om uvazujeme len dominantny ¢len
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¢o je vlastne energia harmonického oscildtora s periddou, ktord je uréend konstantami pri w? a ¢*. Takze vélov

kmita s periddou
3m _ 8 _
r e [ A (% 3)4R+ (27 — 4) H] R
mgr; (5R + 2H) g

Ked je pohar len tak poloZeny na stole a sirup je v pokoji, na steny tlaci silou pochadzajiucou v hydrosta-
tickom tlaku. Toto sa samozrejme nemeni aj ked sirup v pohari rotuje. Navyse vsak na steny pohara posobi
odstredivou silou. Podme si tuto odstredivu silu zratat.

//;;;;;; dr

Odstredivu silu vieme zratat podla vztahu F = mw?*r. Vidime, Ze jednotlivé valcové vrstvy sirupu pésobia na
pohar réznymi odstredivymi silami linedrne rasticimi s ich polomerom. Uvazujme valcovu vrstvu s polome-
rom r a hrabkou dr. T4 posobi silou

dF = dm w’r = 2nr drhpw*r = 2nhpw®r* dr.

Ked chceme vypocitat celkovia odstredivu silu, sta¢i nam preintegrovat tito infinitezimalnu silu cez cely objem
pohara, teda cez polomer od 0 po R. Dostdvame

R
2
F= /27[hpa>2r2 dr = gnhpw2R3.

0

Vyjadrime to pomocou hmotnosti sirupu v pohdri m = 7R*hp. Celkovd sila potom bude

2 2
F = —mw*R.
3

E T
T OR
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Teraz uz len zostava zratat, aké napatové sily v skle tato odstrediva sila sposobuje. Pouzijeme princip virtual-

nych prac. Predstavme si, Ze vplyvom odstredivej sily sa polomer pohara zva¢si o 6R. Tym padom odstrediva

sila vykona infinitezimalnu pracu W = F §R. AvSak modZeme sa no to pozerat aj tak, Ze tito pracu vykonali

tahové sily v skle, ktoré zodpovedaju napatovym silam. Tieto sily v§ak konali pracu po drahe zodpovedajuicej

predlzeniu obvodu pohéra, teda mozno pisat SW = T - 27 §R. Z rovnosti virtualnych prac dostavame velkost
napitovych sil v skle

2

T F _ mw R‘

27 3n
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