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Zadania

Polik sa vybral na vylet z Bratislavy do 30km vzdialeného Senca. Prvych 10km isiel
rychlostou 90 km/h. Druhych 10km sa ale vliekol rychlostou 60 km/h. Ako rychlo musi Polik
prejst poslednych 10km cesty, aby jeho priemerné rychlost bola 90 km /h?

Aky tazky perac¢nik musim hodit do MiSa, aby som mu energeticky vratil to, Ze ma
trafil ndbojom zo vzduchovky s hmotnostou 8 g a rychlostou 125 m/s? Hadzat pera¢niky viem
rychlostou 3,5m/s.

Teleso nechdme z pokoja padat volnym padom. Aka je jeho priemernd rychlost, ak pada
Cas t?

Mala Enka sa Smyka na Smyklavke dlhej 10 m so sklonom 30° vo¢i horizontéle a koeficien-
tom dynamického trenia f = v/3/4. Akou rjchlostou vylietava zo $myklavky?

FKSaci si povedali, Ze si vyzdobia svoju miestnost rychlo a jednoducho. Vzali papierove
krazky, rozstrihli ich na dve polovice a kazdu z nich zlepili do kuzela. Aky vrcholovy uhol bude
zvierat takyto kuzel?

Andrej poméhal doma presivat kocky s hmotnostou m a stranou dlhou a. Zistite, pre aky
koeficient Smykového trenia f je vyhodnejsie kocku dvakrat prevratit okolo jej hrany, nez ju na
rovnaké miesto posunuf. Neuvazujte rozdiel medzi statickym a dynamickym trenim.

Staré logo Trojstenu je uz sice na odpis, ale stale sa mu nechce ist do starého Zeleza. Preto
urobilo zo seba elektricky obvod, vid obrazok. Aky prad tecie vetvou, kde je zapojeny odpor

s hodnotou 27
30
A
% 9V $

Obr. 1: Trojstenovy obvod

Jimmi je gentleman a vo volnom ¢ase nosi cylinder, pricom jeho vyska je H, polomer
valcovitej Casti je r a polomer obvodu klobtuka je R.
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Obr. 2: Jimiho cylinder

Cely cylinder je z homogénnej latky. V akej vyske od spodnej podstavy cylindra je jeho fazisko?

Dusanovi sa pokazilo jeho natahovacie auticko. Sila motora, ktory pohara kolesa, uz zrazu
v Case nie je konStantnd, ale meni sa podla tohto grafu:

FA

Obr. 3: Graf sily motora

Nacrtnite graf, ktory ndm povie, aku velka drahi preslo auticko v zavislosti od ¢asu, ak malo
nulovii pociatoéni rychlost a drahu sme merali z miesta, kde stalo na zaciatku.

Na Matfyze sa vramci prerabky menilo vodovodné potrubie. To nové ,experimentalne
potrubie ma na uréitych miestach 2 vrstvy — voda moze tiect stredom potrubia s polomerom 7,
ale aj v dutine s hribkou h, vid obrazok. Potrubie mé vSak jednu chybu — strednéa cast sa zvykne
¢asto upchéavat. Aky je pomer rychlosti vody v upchatom potrubi a v dokonale priechodnom
potrubi, ak nimi musi prejst rovnako vela vody?

h

2r '

h

Obr. 4: Pozdlzny prierez neupchatého a upchatého potrubia

Tinka je strasna pipka a nevydrzi bez svojich caciek-maciek. Najnovsie si objednala
nahrdelnik tvoreny tenkym drétom v tvare kruznice a do nej vpisanym rovnoramennym troju-
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holnikom (tvoria ho iba 3 drotiky). V objednavkom liste bolo pisané, ze nahrdelnik ma tazisko
presne v strede kruznice. Aky uhol mozu zvierat ramend trojuholnika v néhrdelniku, ktory si
Tinka objednala? Trojuholniky s nulovym obsahom neuvaZujte.

Marika si v akcii kupila Styri rezistory s odpormi 12, 29, 2Q a 42 a vo volnom c¢ase ich
vselijako zapéajala. Kolko roznych celkovych odporov mohla Marika vyrobit, ak zapajala vzdy
vSetky Styri rezistory tak, aby nimi tiekol prad?

Obezna doba Merkuru okolo Slnka je 77, obezna doba Venuse je T,. S akou periédou ¢
dochéadza k maximélnemu vzajomnému priblizeniu tychto planét?

Andrej sa na rande nudil. Zobral preto svoj neohnutelny obciansky a vodic¢sky (kazdy
s hmotnostou m) a oprel ich o seba pod uhlom 2a. Zhora zacal tlacit, az zrazu zatlacil na karty
silou F' a ony sa zosypali. Aky je koeficient trenia medzi dokladmi a stolom, ak st oba doklady
z rovnakého materialu?

Na hranol s podstavou v tvare kosostvorca so stranou dlhou 20 cm dopadaji rovnobezné
luce svetla, vid obrazok. Aky musi byt vrcholovy uhol takejto spojky, ak chceme, aby sa luce
prechédzajice stredmi stran prefali v kosostvorci a vysli z neho opacne, ako vosli? Index lomu
materialu, z ktorého je hranol vyrobeny, je v/3. Pocas rieSenia mozete vyuzit tieto goniometrické
identity:

sin(2a) = 2sinacos

cos(2a) = cos® a — sin® «.

Obr. 5: Luce prechadzajiuce stredmi stran kosostvorca

VY ODPORNE OKNA! DO STAREHO ZELEZA S VAMI!“ A tak sa aj stalo. Cajka
vzala do rik sekeru a z rdmu okien narobila nepotrebnii odporovu siet. Aky je odpor medzi
stredom a rohom takého okna, ak Stvorcovy ram mé dizku 2a a dizkovy odpor Zeleza je A?
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Obr. 6: Schéma okna

Mudre knihy hovoria, Ze pltica maja pri plnom néadychu objem asi 5¢ a pri plnom vydy-
chu len 1/, a to najmé preto, Ze [udské svaly sa nedokézu viac stiahnut a kosti ohnut. Tento fakt
sposobuje to, Ze sa pri potapani bez vystroja dokazeme potopit iba do obmedzenych hibok. Vy-
poditajte, aka hibka je pre nés hrani¢na, ak nechceme, aby sa nam pltca ,,prelomili“. Uvazujte,
ze na hladine vody je atmosfericky tlak 100 kPa.

Rotujticu gulu polozime na drevent podlahu s nezanedbatelnym trenim. Zistite, aka cast
energie strati rotujica gula pocas doby, kym presmykuje, ak vieme, Ze moment zotrvacnosti
gule m4 hodnotu I = 2mR?/5.

Kafa vyzvala Helboja na stboj v curlingu. Helboj mal uz vitazstvo na dosah ruky, ked
v tom Kafa zazracne vyslala svoj kamer tak, Ze sa pozrazalo vSetko, ¢o sa mohlo. Na obrazku
vidite ako vyzerala situacia po vSetkych, dokonale pruznych zrazkach. Katin kamen ¢.1 ma
rychlost u; = 1m/s, kamei ¢.2 mé rychlost uy = v/3/5m/s a Helbojove kamene &.3 a 4 maji
rychlost uz = 1,2m/s. Ako vyzeralo rozostavenie kamenov tesne po tom, ¢o Kata pustila svoj
kameri ¢.1 z ruky, a akd mal rychlost?

Obr. 7: Rozrazené kamene

Vypocditajte odpor medzi protilahlymi vrcholmi pravidelného odporového dvadsatstenu.
Kazdé hrana méa odpor R.
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Obr. 8: Tkosaeder s vyznacenymi protilahlymi vrcholmi

Dostali sme krasny homogénny disk s polomerom r, hmotnostou M a momentom zotr-
vacnosti okolo osi prechadzajicej stredom a kolmej na disk [y = %M r2. Cervotoé¢ nam doitho
ale vysustruzil dieru s polomerom r/2 (vid obrazok).

Obr. 9: Vyhryznuty disk

Teraz tento utvar vazi m a jeho moment zotrvacnosti okolo povodného stredu disku je 1. Aky
je pomer I/mr? pre tento ttvar?

Kaja si chcela ozvlastnit svoje akvarium na intraku, a preto na jeho dno upevnila ne-
hmotnt ty¢ dizky I = 20 cm, na konci ktorej je guli¢ka s hustotou pe = 500kg/m? a hmotnostou
m = 300 g tak, Ze sa v bode upevnenia mohla volne otacat. Kaja potom ty¢ vychylila zo zvislej
polohy o maly uhol a t4 zacala kmitat. Ak4 je periéda jej kmitov?

Mafo sa popri $tidiu na Cambridgei venuje aj stavaniu kvadrokoptér. Ich ovladanie si
trénuje tak, Ze na ne pripevni laser a striela nim na ter¢ v tvare Sestinového vyseku valca. Ked
s tym zacinal, ulahcoval si to tak, Ze pripevnil k ter¢u dve rovinné zrkadla. Nakreslite, kam
vSade moze Mato mierif, aby sa stédle trafil do terca, pokial sa nachddza na mieste, ktoré je
vyznacené na obrazku.
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x kvadrokoptér s laserom

Obr. 10: Ter¢, zrkadla a kvadrokoptér

Tri planéty s hmotnostou m a nabojom ¢ rozmiestnime do vrcholov rovnostranného
trojuholnika s dizkou strany a. Stvrta planéta rovnakej hmotnosti sa nachadza v strede. Akym
nabojom () ju mame nabit, ak chceme, aby planéty zotrvali v rovnovaznych polohéach?

Detektorom SVANCI prelietava castica, ktord nadobudla vdaka svojmu ultra-rychlemu
pohybu 3-nésobok svojej pokojovej hmotnosti. O kolko ju mézu vedci z Patriklabs maximalne
urychlit, aby ju mohol eSte detekovat pristroj, ktory je dlhy L = 20 m, pricom na to potrebuje
aspon t = 30ns? Vysledok staci uviest v ndsobku rychlosti svetla.

Pafo bol na exkurzii v CERNe. Tam sa dozvedel, ze LHC je kruhovy urgchlova¢ s dizkou
27 km a vie vyvinif maximéalnu energiu 7 TeV pripadajicu na jednu ¢asticu. Na zaklade tychto
informacii dokézal spocitat, aké magnetické pole musi posobit na obiehajici protén v urychlo-
vaci s pokojovou hmotnostou 1,67 x 1072" kg. Akt hodnotu vypocital?

Predstavte si nekonecny plochy 2D vesmir plny skla, v ktorom sa nachadza Stvorec
vzduchu. Presne v strede $tvorca je uloZzeny bodovy zdroj svetla. Ak ¢ast skleneného 2D sveta
je osvetlena? Index lomu skla je n = 1,5.

Do stredu doskového kondenzatora s kapacitou C' umiestnime rovnobezne s elektrodami
tenkd vodivii dosku. Ako sa zmeni kapacita kondenzatora? Vsetky dosky maju plochu S a
kondenzator ma hrubku d. Okrajové efekty zanedbajte.

Vypocditajte periédu kmitov Vlejdovej hracky. T4 pozostava z pruzinky s tuhostou k,
kladky s polomerom r a momentom zotrvacnosti / a zavazia s hmotnostou m (vid obrézok).

Obr. 11: Vlejdovo kmitadielko
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Na $pagatiku dizky [ visi v tiazovom poli kovova gulicka s hmotnostou m. Vo vzdialenosti
[, vid obréazok, je nekone¢néd uzemnend vodiva platiia. Aky naboj (Q musime priviest na gulicku,
aby zvierala so zvislym smerom uhol 45°7

Obr. 12: Gulocka a uzemnend rovina

Kubo si kupil novit LEDku a cheel overif jej parametre. Pripojil ju teda na c¢asovo
premenlivy zdroj napétia so sinusovym priebehom s efektivnou hodnotou Us = 230V a frek-
venciou f = 50 Hz. Potrebné napiitie na zaznutie podla obalu LEDky je vraj Uony = 180V a
na zhasnutie Uopr = 60 V. Aké dlhé s ¢asové useky, kedy LEDKka svieti?

Kocka so stranou a plava v skiimavke tvaru valca s polomerom R naplnenej morskou
vodou. My do nej trochu fukneme a kocka za¢ne kmitaf vo vertikdlnom smere. Pre aky po-
mer a/R je periéda kmitov poloviéna, ako keby kocka kmitala ponorend v mori s nekonecnou
hladinou?

Popri makrobiotickej diéte a aerobiku sa dal Vlejd aj na posiliiovanie. Naposledy,
ked si pridéval zévazia na ¢inku, mu jedno padlo na nohu. Od samej zlosti vzal ty¢ od
¢inky zanedbatelnej hribky a vrhol ju smerom k rebrindm. Na jeho prekvapenie ty¢ )
zostala drzaf zapretd medzi prieckami rebriny.

Zaujalo ho to natolko, Ze chce vediet, akd najkratSia ty¢ sa udrzi zaseknutd na
rebrine, ak je dizkova hustota tyce A\ = 3,141592654 kg/m, polomer priec¢ok r = 3 cm,
vzdialenost ich stredov d = 20 cm a koeficient trenia medzi prieckami a tycou f = 0,5.

V letné dni byva u Cukéov teplota 27 °C. Avsak oni majt radi zimu a schladzuji
si svoje pribytky az na teplotu 5 °C. Takéto schladzovanie vyzaduje odcerpavanie tepla vykonom
700 W. Aky miniméalny prikon potrebuju idedlne ¢ukcské klimatizacie?

Kubo uz nechce zit na tejto planéte, tak si postavil raketu. Akou najmensou rychlostou
musi vyStartovat, aby opustil Slne¢nu ststavu?

Hinty:

e Unikova rychlost z nehybnej osamotenej Zeme je v; = 11,2km/s;

e Unikova rychlost z obeznej drahy Zeme od Slnka je vy = 42,1km/s;

Zem je od Slnka vzdialend D = 1,5 x 10! m a obieha rychlostou v, = 29,8 km/s;

Rotéaciu Zeme zanedbajte.
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Fest Kozmicky Superprogram dosiahol nevidany tispech. Objavil planétu Fikappasigma
(pro), na ktorej Zije technicky vyspely druh FtaKopySkov. Svoje laboratéria maju ukryté
hlboko v zemi a z povrchu planéty sa tam dopravuji volnym padom vertikdlnymi tunelmi.
Ako dlho trva FtaKopySkovi cesta do laboratéria, ak mé planéta polomer R, hustotu p a
laboratérium je v hibke R/2?

Kubova anténa pozostava z dvoch bodovych zdrojov ziariacich do vSetkych horizontal-
nych smerov rovnako. Oba body Ziaria s rovnakou intenzitou na vinovej dlzke A\ = 12 cm. St od
seba vzdialené d = 1 m a ich fazovy posun je tretina periédy. V kolkych horizontélnych smeroch
ziari Kubova anténa maximalnou intenzitou?

Odyseus dokazal podla povesti vystrelit Sip rychlo a presne. Aby sa predviedol, zabodol
do radu N sekier s rozostupmi [ s dierami v rovnakej vyske s malym priemerom d. Odyseus
zaujal idedlne miesto a prestrelil vSetky diery v sekerach Sipom s nulovymi rozmermi. Aku
najmensiu rychlost mohol dosiahnuf §ip v maximéalnom bode svojej trajektorie?

Obr. 13: Rad sekier

Na Havaji je znama Specialita - kokos plneny bandnovou zmrzlinou. Ked si ho objednate,
prinestt vam polovicu kokosovej skrupiny s polomerom R naplnenti az po vrch zmrzlinou a naviac
dalsimi dvoma kopéekmi s polomerom R/2 na vrchu. Nebol by to FKSak, ak by si do takého
kokosu netukol a nepozoroval malé kmity vo vyzna¢nych smeroch symetrie.

Aky je pomer periéd malych kmitov v tychto smeroch (mensia ku vicsej), ak sa tazisko
polgule nachadza 3R/8 od jej plochej podstavy, moment zotrva¢nosti polgule okolo ktorejkolvek
osi prechadzajtcej pozdlZ roviny rozrezania a pévodnym stredom gule je 2mr?/5 a hustota
kokosu a zmrzliny je rovnaka.

Obr. 14: Zmrzlina
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Vonku prave zacalo mrznut, teplota klesla az na —10°C a Filip sa uz nevie dockat, kedy
sa pojde korc¢ulovat. Ked prisiel k jazeru, malo préve teplotu 0°C, ale ziaden lad na povrchu
nebol. Kolko hodin musi Filip pockat, kym sa na jazere vytvori bezpecna vrstva s hrubkou
ho = 20cm? Skupenské teplo topenia ladu je L = 333,2kJ/kg, koeficient tepelnej vodivosti
Tadu mé hodnotu A = 2,2W/m.K a jeho hustota je p = 917kg/m3. Predpokladajte, Ze voda
v jazere pocas zamfzania udrzuje svoju teplotu.
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Vzorové riesenia

Skusme si priklad ¢o najviac zjednodusit. Vidime, Ze prva cast cesty Polik uz iSiel rychl-
sofou 90 km/h. Sta¢i preto, aby Polik isiel priemerne touto rychlostou aj v druhom a trefom
tseku cesty. Vypocéitajme si ¢as t, za ktory musi prejst Polik druhy a treti tsek, ak by ich presiel
rychlostou 90 km/h.

20 km 2

" 90km/h 9

Teraz si vypocitajme cas, ktory trval Polikovi na to, aby presiel len druhy tsek jeho cesty.

. 10km 1

"= ———=-h.
60km/h 6

Aby Polik splnil svoj plan, musi treti tisek prejst za ¢as t — ', teda musi ist rychlostou

10km
2
—h—lh
9 6

Polik musi ist treti usek rychlostou 180 km/h.

v = — 180km/h.

Na najdenie potrebnej rychlosti nam tplne staci vzorec pre vypocet kinetickej energie.
Hmotnost aj rychlost vystreleného naboja pozname, mozeme teda napisat

myvZ  0,008kg - (125m/s)?

n

2 2

B =

=62,5J.

Chceme, aby rovnaku kinetickt energiu mal aj hodeny peracnik, teda aby platilo

2
"% _ 6257
5 0

Z tejto rovnice uz vieme vyjadrit hmotnost:

2-62,5J 2-62,5J
m. = ’ = ’ = 1072kg
P v2 (3,5m/s)?

Priemernt rychlost vypoc¢itame z pomeru prejdenej drdhy a uplynutého casu. Prejdend
draha je jednoducho gt?/2, ¢as je t. Priemern4 rychlost je

Na Enku posobia sily podla obrazka.
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Obr. 15: RozloZen4 tiazovéa sila, reakénd normaélové sila Smyklavky, trecia sila

Na zaklade Newtonovho zédkonu F' = ma méame rovnicu
mgsin (30°) — fmg cos (30°) = ma.

To po uprave dava
a = g(sin30° — fcos30°) .

Vyuzitim vzfahu s = at?/2 dostdvame cas

2s
t=14/2=.
a

Pri rovnomerne zrychlenom pohybe pre rychlost v dosiahnutii po zrychlovani zrjchlenim a
pocas doby ¢ plati v = at. Enkina finalna rychlost je preto

1 3V3 3
v=at=v2sa=,[2-10m-10m/s?- (——££> :10\/1—Zm/s:5m/s.

2 4 2

Vysledok sa dal ziskat aj z tvrdenia, Ze pociatocna potencidlna Enkina energia sa premeni na
kinetick energiu a pracu, ktort vykona trecia sila.

Ozna¢me si polomer nasho polkruhu r. Tento polomer vytvori polomer plasta. Poloviény
obvod kruhu o = 7r vytovri obvod zdkladne, odkial si vieme ur¢it polomer zédkladne R = r/2.
Pre vrcholovy uhol potom plati
. (a) R 1
sin(— ) =—==.

2 T 2

Vrcholovy uhol mé potom velkost o = 60°.
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Pri postvani vykoname pracu Wy = (mgf)(2a). Pri prevracani ju musime dvakrat zdvi-
hntt na hranu, kedy jej tazisko stipne z vysky a/2 do vysky v/2a/2. Pri zmenach potencialnej
energie vykoname pracu

Whirev = 2myg <@ — g) = mga <\/§ — 1) .

7 vysledkov hned vidime, 7e pre f < (v/2 — 1)/2 sa nam kocku oplati postvat, v opaénom
pripade prevracat.

2. Kirchhoffov zdkon ndm hovori, Ze ak v obvode najdeme uzavrett slucku,! celkové napitie
musi byt nulové. Vyberme si slucku, v ktorej je zapojeny len 2 € rezistor a zdroje s napétim 1V a
2 V. Vidime, zZe v tejto slucke je polarita zdrojov rovnaka a ich napétie sa sé¢ita. Z Kirchhoffovho
zakonu teda aj napétie na rezistore musi byt rovné 1V +2V = 3V. Z Ohmovho zdkona potom
musi tymto rezistorom tiect prad

U 3V

Vetvou preteka prud 1,5 A.

Najprv si spocitajme hmotnosti jednotlivych casti cylindra, pricom uvazujme plosni hus-
totu materidlu o. Vrchna kruhova éast ma hmotnost m; = onr?, valcovity plast ma hmotnost
my = o27r H anakoniec spodné podstava v tvare medzikruzia ma hmotnost myz = o (R? — r?).
Vrchné ¢ast mé fazisko vzdialené od spodnej podstavy H, valcovity obal mé fazisko vzdialené
od podstavy H/2 a spodna podstava ho ma v nulovej vzdialenosti. Teraz mame vSetky po-
trebné informécie, tak mozeme vypocitat vysku taziska celého cylindra ako vaZzeny priemer
jednotlivych fazisk: o

. mill +ma+ms -0 g (4 H)

my + me + ms - R242rH

Sila motora nam hovori presne o tom, aké je zrychlenie auta v Case, pretoze hmotnost
auta sa nemeni a plati a = F/m.

Najskor sa zamyslime, ako vyzera rychlost auta v ¢ase. My pozname zrychlenie, ¢ize zmenu
rychlosti. Netreba sa zlaknaf toho, Ze zrychlenie nie je konStantné. Spravanie rychlosti v case
si vieme odvodif z tvaru zrychleni, ktoré pozname. Pri nulovom zrychleni zostéva rychlost kon-
Stantnd, pri konStantnom zrychleni rastie rychlost linedrne, a analogicky pri linearne rastticom
zrychleni rastie rychlost kvadraticky. Tu si treba uvedomit, ze graf rychlosti musi byt spojity.
Rychlost sa nemoze menit skokovo, pretoZze to by znamenalo, Ze zrychlenie je nekonecné.

Uplne analogicky budeme postupovaf pri tvorbe grafu prejdenej drahy v case z grafu rych-
losti. Okrem toho, Ze ked sa bude menif rychlost kvadraticky, tak draha sa bude menif kubicky
si treba daf pozor na dve dalsie veci.

1Uzavrett slucku nidjdeme tak, Ze prstom sa v obvode dostaneme z bodu A naspif do bodu A.

12 otazky@fks.sk



FKlf Fyzikalny naboj 2013/201/ Vzorové riesenia

Prva z nich je, ze ak ndm popisuje rychlost funkcia st¢tu konstantnej a linedrnej/kvadraticke;j
funkcie, tak drdhu bude popisovat funkcia su¢tu liedrnej a kvadratickej/kubickej funkcie. To,
¢o sme prave povedali, nie je ni¢ iné ako to, Ze pohyb si mozeme rozlozit do viacerych jedno-
duchych pohybov, ktorych rychlost vieme matematicky popisat, vypocitame drdhu a opét to
zlozime. To isté robime napriklad pri vypocte vysky telesa pri sikmom vrhu.

Druhé vec je, ze graf bude bez ostrych zlomov, ¢ize prejdent drahu bude popisovat hladka
funkcia. Hladka funkcia je taka funkcia, ktorej sklon sa meni spojito. Sklon grafu drahy od ¢asu
je aktuélna rychlost, a té, ako sme si pred chvilou povedali, sa meni spojito. Takze takyto graf
musi byt hladky. S tymito poznatkami uz jednoducho dostaneme vysledny graf.

° 5
7 = E
6 - g
g 2
5 2 E
4 — %S—E 7chlost
s .2 _—TI
< 8 =2 A g
3g 52 — draha
£ s/ P
2 <98
g rd L~
0
0 2 4 6 8

Obr. 16: Graf zavislosti rychlosti a drahy od casu

Budeme vychadzat z rovnice kontinuity, podla ktorej plati

vy Sy
vy Sy

Index u oznacuje upchaté potrubie, index n zasa neupchaté. Po dosadeni za pomer prierezov
ziskame hladany pomer rychlosti.

Vu _ T(r+n)?® 1

va 7 [(r+h)* =17 1_( r )2'

r+h

Kruznicova cast ndhrdelnika mé tazisko presne v strede, takze na to, aby bola splnena
podmienka zo zadania, musi mat aj samotny trojuholnik tazisko v strede kruznice. Uvazujme,
7e rovhoramenny trojuholnik mé uhol oproti zékladni velkosti 2, ramené dizky a = 2R cos a
a zakladiiu dizky b = 4R sin a cos a, pricom R je polomer kruznice.

Pre pripad cos o = 0 dostavame patologicky pripad zo zadania, ktory neuvazujeme.

13 otazky@fks.sk
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Vratme sa vSak k norméalnym rieSeniam. Takyto Tinkin nahrdelnik mé osovii symetriu, takze
tazisko sa urcite nachddza na tejto osi a musi byt vzdialené od vrcholu oproti zakladni o R.
Staci teda vSeobecne vyjadrit polohu taziska a pozriet sa, kedy bude v spominanej vzdialenosti:

2R? cos® a + 4R? sin « cos® o R
re = =R.
T 2R cos o + 2R sin o cos «

Po tpravach tejto rovnice dostaneme
2sin o cos®> a = sina (1 + sina) .

Nenulové rieSenie rovnice ziskame pouzitim identity cos? o = 1—sin? v a vyriesenim kvadratickej
rovnice 2sin” o + sina — 1 = 0 na intervale (0, Z) dostaneme riesenie 2a = 7/3, teda 60°.
Najistejsi postup spociva v overeni vietkych kombin4cii (nie je ich tak vela). Styri rezis-
tory vieme zapojit dokopy 10 roznymi sposobmi:

(i) VSetky Styri rezistory v sérii,
dva rezistory paralelne, za nimi dva sériovo,
tri paralelne, jeden sériovo,

jeden a dva paralelne, jeden sériovo,

jeden a dva parelelné zapojené sériovo, jeden k nim paralelne,

dva a dva sériovo a dokopy paralelne,

)
)
)
)
(vi) dva a dva paralelne a dokopy sériovo,
)
) jeden a tri paralelne,

)

)

Teraz dosadzajme za rezistory konkrétne hodnoty Marikinych rezistorov. V prvom pripade je
len jedna moznost zapojenia. V druhom pripade mame na vyber 4 moznosti paralelnej casti.
V tretej moznosti st to 3 moznosti pre paralelnt cast, v Stvrtom a piatom pripade je tych
moznosti az 7. V Siestom a siedmom pripade mame len 2 moznosti, v 6smom pripade s to
3 moznosti, v deviatom 4 a konecne v desiatom je to znova len jedna moZnost. Ak vypoci-
tame jednotlivé celkové odpory zapojeni, zistujeme, Ze nadjdeme 5 dvojic zapojeni s rovnakym
celkovym odporom, vid obrazok.

14 otazky@fks.sk
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Obr. 17: Zapojenia s rovnakym odporom

Vsetky moznosti odporov, ktoré mohla Marika vyrobit je tak
144+3+7+74+24+24+34+44+1-5=29.
Marika mohla teda namerat 29 réznych odporov.

KedZe pozname periédu obehu, vieme si velmi Tahko vypocitat uhlovi rychlost pohybov
oboch planét. Uhlovi rychlost Merkira oznaéme w; a VenuSe wy. Uvazujme teraz, ze v Case
t = 0s st obidve planéty pri sebe najblizsie. Tento pociato¢ny uhol si ozna¢me ako ¢y = Orad.
Ked budu pri sebe opit najblizsie, obe planéty opiSu rovnaky uhol od uhlu ¢y. AvSak jedna
z planét opiSe este jeden okruh (27) navySe. Z treticho Keplerovho zdkona vyplyva T; < T5,
pretoze Merkur obieha okolo Slnka blizsie ako Venusa. To znamena tiez, ze w; > w,. Takze

.....

2

W — wa

w1t = wot + 21 = t =

Nakoniec sta¢i dosadit vztah w = 27 /T, ¢im dostdvame vysledny vztah

. 27 . T1T2
S 2m 2m T, —Ty
I

t

Ide o staticka situdciu, mame preto tri podmienky pre ob¢iansky (tplne rovnaké by sme

dostali aj pre vodi¢sky, nakolko st rovnaké). Rovnovahu sil v horizontalnom smere, vertikdlnom

smere a rovnovahu momentov sil vzhladom napriklad k bodu dotyku karty s podlozkou.?
Pozrime sa najskor na rovnovéahu sil.

2Ronvako by sme si mohli vybrat fubovolny inj bod. Skuste si to!
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T T
I
N| /¥G Gy\ |N
7y 7

Obr. 18: Sily posobiace na doklady

Vo vertikdlnom smere mame
F

V horizontalnom smere 7' = F; = N f, ¢o po dosadeni z predoslej rovnice za N dava

T:f<§+mg>.

Napi$me dalej podmienku pre momenty.

a . F
mg55ma+ Easmoc =Tacosa.

Po dosadeni za T' z podmienky rovnovahy v horizontalnom smere dostavame

a . F F
mg§smoz+§asma:fa E—l—mg cos .

Po chvili upravovania odtial vieme vyjadrif hladany koeficient f:

f tan o F+d
= = tan «
1 1 F+2G
TF
—+1
G+

Ak maji podla zadania lace vyjst z hranola rovnakym spésobom, ako don vosli, tak prave
nastala Uplna symetria a lace sa tym padom musia sfokusovat presne v strede kosoStvorca.
Oznacme si vrcholy kosostvorca ako ABC D, jeho stred ako O, stred strany AD ako S a uhol
£OAD ako «, vid obrazok 19.

16 otazky@fks.sk
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B

Obr. 19: Lamanie Iaéu

Ked sa poriadne pozrieme na trajektériu horného laca, tak vidime, Ze najskor dopadol
rovnobezne s priamkou AO do bodu S, kde sa zlomil a nasledne pokracoval do bodu O. Zo
Snellovho zédkona vieme okamzite napisat, ze

sin (90° —a)  cosa

sin 3 ~ sing’
kde (8 je uhol, pod ktorym sa la¢ lame voci kolmici na tsecku AD.

Z vlastnosti pravouhlych trojuholnikov vieme, Ze trojuholniky AOS a ODS st rovnora-
menné, takze £ SAO = LAOS = a a LOSD = 2a. Tym padom vieme povedat, ze § = 90°—2q,
¢o mozeme priamo dosadit do uz napisaného Snellovho zédkona:

n =

cos « cos
n= = :
sin (90° — 2a)  cos(2aq)

Teraz ostava uz len ur¢it hodnotu uhla «. Vyuzime goniometrickd identitu pre cos(2«a) zo
zadania a upravujme horny vztah (vyuZijeme tiez sin® a + cos? a = 1):
n (cos2 a — sin? a) = cos .,
n (20032a — 1) = cos .,

2

2ncos*a —cosa—n=20.

TAato kvadratickd rovnica mé dve rieSenia:

1+£+v8n2+1

COs (1 2 = an s

pri¢om néas zaujima iba to zo znamienkom plus, pretoZze pozadujeme, aby platilo o € (0°,90°).
Po dosadeni indexu lomu n = v/3 zo zadania dostdvame pre kosinus hladaného uhla:

—_= o = .

= =

13 23 2
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Hladany uhol kosostvorca je teda | DAB| = 2a = 60°.

VyuzZijeme, Ze zapojenie je symetrické podla uhlopriecky medzi favym dolnym a pravym
hornym bodom. Ak by sme k stredu a rohu okna pripojili zdroj napétia, prad (a aj napiitie)
by boli symetrické podla tejto osi. Ak sa pozrieme na lavy horny a pravy dolny roh okna,
napétie na nich bude (napriklad vo¢i stredu) zo spominanej symetrie rovnaké. To ale znamen4,
ze napitie medzi tymito bodmi bude nulové. Ak by sme ich dokonale vodivo spojili, vodi¢om
bude pretekat nulovy prud a teda fyzikdlne prejavy zapojenia sa nezmenia. Ak st dva body
vodivo spojené, v schéme ich mozeme zlucit do jedného bodu.

Rovnako vieme postupovat aj pri dvojiciach bodov, ktoré st v stredoch stran okna — tiez
ich vieme zlu¢it do jedného bodu. Naviac si mozeme v§imnut, Ze pravym hornym rohom netecie
Ziaden prud. S tymito poznatkami nie je tazké schému prekreslit do krajsieho tvaru:

b E
D E

c—1B g =
AT B

A C D

Obr. 20: Ekvivalentné prekreslenie okna

Kazda ciara v schéme ma odpor a\. Kazda paralelne zapojend dvojica ma teda odpor al\/2.
Potom je odpor paralelnej ¢asti obvodu

3 1

—a\ - —a\ 3
32—21 = Za\.
5@/\ + éa)\

Po pripocitani sériovo zapojeného odporu a)/2 zistujeme, Ze odpor Cajkinho okna je 7a)/8.

Budeme predpokladat, ze tlak vody, ktory tlac¢i na plica z vonka je rovnaky ako tlak
v plicach. Nakolko teplota vody sa s hibkou meni zanedbatelne oproti zmenam tlaku, budeme
ju povazovat za konStantni. Zo stavovej rovnice pV = NkgT, kde p je tlak, V' objem vzduchu,
N pocet castic, T teplota v kelvinoch a kg Boltzmanova konStanta mozeme usudit, Ze ak sa
objem plic zmensi 5-krat, tlak v nich vzrastie tiez 5-krat.

.....

hladine. Tlak v hladanej hibke A je teda

P = 9pa = pgh + pa,

kde p je hustota vody, g gravitaéné zrychlenie a h hibka. Po jej vyjadreni a dosadeni zadanych
hodnot dostavame, ze medzna hibka je h = 40 m.
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Pociato¢na energia gule je

1 1
EO = 5[{4}3 = ngng .

Na mieste styku s podlozkou posobi trecia sila. Jej velkost ozna¢me F. Tato sila sposobuje
zrychlenie taziska a = F//m a uhlové spomalenie velkosti

M FR 5
T~ Zmrr 2R

Gula prestane presmykovat vtedy, ked sa jej obvodova rychlost vyrovné rychlosti jej faziska,
preto musi platit (wy — t) R = at. Po dosadeni za ¢ dostavame

B 2 RCUQ

7 a
z Coho plynie vysledna rychlost

2 v

vf:at:?Rwo, Wf:Ef.
Celkova energia po skonceni preSmykovania bude
1 1 1 1 7 4 2 2
Ey=E+ L. = §mvf2 + §wa2 = EmRZw? + ngzwa = EmR24—9wg = ngzw(Q) = ?Eo.
Hladané cast energie je
k= Eo — B _3
Ey 7

Analyzujme situaciu pekne postupne. Na zaciatku sa hybal iba jeden kamen, ¢o nam
zjavne ulah¢uje situdciu. Zrazky st dokonale pruzné, ¢ize sa musi zachovavat hybnost aj energia.
Vyzbrojeni tymito poznatkami budeme analyzovat zrazky pekne od konca.

Oba Helbojove kamene maju rovnaka velkost rychlosti a vychadzaji z jedného miesta,
rovnako ako Katin kamen ¢.2. To naznacuje, Ze sa v tom mieste zrazili vSetky 3 kamene.
Naviac z obrazku mozno vidiet, Ze Helbojove kamene idii od spoloéného bodu pod rovnakym
uhlom. KedZze Katin kamen ¢.2 lezi na osi symetrie, tak sa uréite vracia na miesto, z ktorého
prisiel, rychlofou w, ktort mal po zrazke s kameriom ¢.1 a pred zrazkou s Helbojovymi kamenmi.
Zapisme teda pre ne rovnice vyjadrujice zakony zachovania.

0 = —mugssin a + mus sin 3 = a=/,
mw = Mmug cos & + musg cos 3 — mug ,
1 1 )

1
Emw2 =2 imug + 5y -
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7 rovnic zistime, 7e w = v/3m/s a a = 7/6. Teraz nam zostava iba zistit, pod akym uhlom
a akou rychlostou sa zrazili Katine kamene. Opéf pridu k slovu rovnice zdkonov zachovania,
pri¢om rychlost narédzajiceho kamea je teraz v.

0 = —mwsin~y + muy sind,

mu = mw cos 7y + muy cosd ,

1 1 1
§m1)2 = émw2+§muf,
m
§=—.
Y+6=3

Opiit vyriesime a dostaneme v = 2m/s a v = /6, takze Katine kamene sa zrazili pod uhlom
57 /6. A nakoniec sa pozrime na vysledny obrazok rozostavenia kamrtiov pred zrazkou.

Obr. 21: Kamene pred zrazkou (tmavé), po zrazke (svetlé) a pocas zrazky (Ciarkované)

Oznacéme protilahlé vrcholy A a B. Vdaka symetrii vieme, Ze ak niektoré vrcholy vodivo
spojime, tak medzi nimi aj tak Ziadny prad tiect nebude a ni¢ sa nezmeni. Takto mdZeme
pospéajat péiticu vrcholov susediacich s A. Po vodivom spojeni ich mozeme v schéme nahradit
jedinym vrcholom A’ a odpory vedice z A’ naspit do A’ neuvazovat. To isté vieme spravit
aj so susedmi B a dostaneme B’. Nova schéma bude nasledovna: z A ide do A’ 5 paralelnych
odporov, z A’ do B’ 10 odporov a z B’ do B 5 odporov. Ciastkové odpory tychto pararelnych
zapojeni su R/5, R/10 a R/5, ¢o v sériovom zapojeni déva vysledok
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Vyjadrime si najprv pomer hmotnosti nového utvaru a pévodného disku.

)

.
ﬂ'_
4
m M=ot s
M M 47

Tu sme vyuzili to, ze pomer hmotnosti diskov je rovny pomeru ich obsahov. Naviac si vSimnime,
ze Cast vyzranéd CervotoCom mala hmotnost M /4. Ked to vieme, je pomerne jednoduché si
vyjadrit moment zotrva¢nosti nového ttvaru. Na moment zotrva¢nosti povodného disku I sa
mozeme pozeraf ako na sicet momentu I a momentu vyzratej casti. Vyzratd cast, to je vlastne
disk s hmotnostou M /4 a polomerom r/2, takze moment zotrvacnosti okolo jeho stredu je

1M /r\2
Idiera = <_) .
24 \2
Tento disk sa ale neotaca okolo osi, ktord prechadza jeho faziskom, ale okolo osi, ktora je
posunutd o r/2. Tym sa zmeni moment zotrvacnosti podla Steinerovej vety o

2
A[dierau = % <I> .
4 \2

Takze moment zotrvac¢nosti I vieme vyjadrif aj ako stcet
[0 =1+ Idiera + A[diera .

Upravou a dosadenim nakoniec dostaneme

1Mr? Mr? 1 1
[:[O— __T_+_T_ :_3M2 3 2.
24 4 4 4 32
Teraz uz jednoducho vidime, Ze hladany pomer je 13/24.

Na tivod si vSimnime, ze ak by sme otocili akvarium hore nohami, Kajina ty¢ by vyzerala
presne ako kyvadlo. Otézka znie, ¢i sa bude tak aj kyvat. Na bezné kyvadlo posobi tiazova sila
kolmo nadol a tahova sila tycky (Snarky). Na Kajine kyvadlo vSak eSte pdsobi aj vztlakova sila,
ktora posobi pocas celého pohybu v presne opac¢nom smere ako tiazova sila. Peridéda bezného
kyvadla zavisi od velkosti tiazového zrychlenia g. V akvériu bude toto zrychlenie zmenené na
hodnotu

()
. B F P PH;0
g — g — g =g ( Ho o 1) )

m m Pg

Periéda kyvadla bude potom zhodou okolnosti pri danych konstantach rovnaka ako mimo ak-

varia:
l l l
T=2m|— =27 =2m4/—~09s.
g ; (pHQO B 1) g

Pg
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Pri rieSeni tohoto prikladu vyuZzijeme myslienku, Ze ked sa 14¢ odraza od zrkadla, moZzeme
si jeho dalsiu drahu predstavif vo virtudlnom priestore za zrkadlom. Priestor za zrkadlom je
symetricky podla zrkadla redlnemu priestoru. Drahu li¢a medzi bodmi A a B mozeme preto
znazornit ako na obrazku 22. Podla zrkadla sme do virtudlneho priestoru zobrazili aj terc

a druhé zrkadlo.

kvadrokoptér

II

Obr. 22: Odraz li¢u od zrkadla a zrkadlenie terca

Kedy 1a¢ trafi ter¢ v redlnom priestore? Prave vtedy, ked ho trafi aj vo virtudlnom priestore.
Pozrime sa najskor na lace, ktorymi Mato trafi ter¢ priamo (bez odrazu), alebo po jednom
odraze. Nakolko zmenSovanim uhla « typ lac¢a s jednym odrazom plynule prejde na priamy 1ac,
Mato moze mierit presne do oblasti vyznacenej na obrazku 23.

_ —_— kvadrokoptér

Tieto lice zasiahnu terc.

Obr. 23: Cely virtudlny priestor, laée ktoré zasiahnu ter¢ a 1G¢, ktory nezasiahne teré (bodkovany)

Nemoze Mato trafif ter¢ lié¢mi po viacerych odrazoch? Nie. Rozmyslite si ale, ako by sa
vysledok zmenil, ak by sme nepouzili Sestinovy vysek. MdZeme sa o tom presved¢it zopakovanim
tvahy z predoslych odstavcov. Lu¢ by sa v bode B’ mal odrazit od zrkadla II'. MdZeme ho viak
nechat pokracovat rovno do dalsieho virtuélneho priestoru, podobne ako pred tym a analogicky
odzrkadlit aj ter¢. Na obrazku 23 vSak vidime, Ze 1u¢ z bodu B’ uz pokracuje smerom od terca
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a teda ho nikdy netrafi. Tento postup vieme zopakovat pre vSetky body nachidzajice sa na
zrkadle IT" a neleZiace na terdi.

V statickom pripade sa nesmie hybat Ziadna z planét. VSimnime si, Ze strednd planéta
sa nehybe bez ohladu na velkost nabojov. Vsetky tri planéty v rohoch trojuholnika st totiz
rovnaké, ¢o do naboja, hmotnosti aj vzdialenosti od strednej planéty. T4 si preto nemé podla
¢oho vybrat, ku ktorej by sa rozbehla a teda musi ostat stat v strede.

QO
5 P
@/.{(‘5
CL

Obr. 24: Stistava nabitych planét

Co sa tyka ostatnych planét, stadi si vybrat jednu z nich, a ak zabezbe¢ime, aby bola ona
v pokoji, zo symetrie budi na tom rovnako aj ostatné. Vysledna sila pésobiaca na planétu musi
byt nulova. V smere kolmom na taznicu trojuholnika to bude splnené opit zo symetrie. V smere
taznice musi byt byt splnend podmienka rovnovahy

2 2 1 2 2
q—cosz+ 9Q :2Gm—2cosz—|—G mn
a

Amreg a? 6 47?5()(@)2 6 (a>2’
V3 V3

¢o po uprave déva hladant podmienku

2
Q= W)%@Gmo% _

5

Vdaka informaécii, ze Castica vdaka svojmu relativistickému pohybu nadobudla az 3-
nasobok svojej pokojovej hmotnosti, vieme tato rychlost vyjadrit zo vztahu:

myo
3m0 =
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Po malej tprave dostavame rychlost ¢astice

\/§
v=14/=cC.
9

Detektor vSak stihne analyzovat iba castice s rychlostou mensou ako v, = L/t ~ 2,2 ¢. Teraz
pride chvilka zamyslenia. DokaZzeme urychlif ¢asticu na taka rychlost? Samozrejme, Ze nie!
Rychlost svetla sa nedd prekonaf. TakZe ¢asticu mozeme urychlovat akokolvek chceme, dodand
energia sa bude prejavovat najmé na zmene hmotnosti a teda detektor ju zdetekuje vzdy.

Ozna¢me si dlzku urjchlovaca [, energiu proténu E, pokojovit hmotnost proténu myg a
polomer trajektdrie proténu r = [/2x. Relativisticki hmotnost proténu mézeme vyjadrit ako

mo

Aby sa protén pohyboval po kruznici s polomerom r, musi byt magnetické pole také silné, aby
dokézalo vytvorit potrebni dostrediv silu, tj.

va muv

—— = Bqu = B=—.
r rq

ESte nam ostéva zistit, akou rychlostou sa vlastne protén pohybuje. To vieme uréit z rovnice
pre energiu

myo 02

E=mc =—— = v=cy/1—

==

Po dosadeni do predchadzajiceho vzfahu tak dostaneme vztah pre velkost magnetického pola

urychlovaca
<m002 . (moc )
E 27rmoc E moc 54T,
lg \/ ~
c
\/ 1= 0_2 \/1 —1 + o )

E

Rychlost svetla v skle je pomalSia ako vo vzduchu. Lace vchadzajtce do skla sa preto
budi lomif ku kolmici podla Snellovho zakonu lomu

SMl Gyzduch  Tlsklo

sin Qsklo Nyzduch

Luce dopadaju na steny pod uhlami s velkostami v intervale (0°,45°), po lomeni buda preto
vychadzat pod uhlami s velkostami (0°, arcsin [sin (45°)/n)]) ~ (0°,28,1°).
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I 4

Obr. 25: Rozstiepenie svetla v rohoch

Celkovéa cast osvetleného vesmiru (na 4 strany pod uhlami (—28,1°,28,1°)) bude teda

2.28,1°

=0,625.
360° ’

Kapacita doskového kondenzatora bez dielektrika zavisi iba od jeho plochy a vzdiale-
nosti medzi elektrédami, takze povodnu kapacitu kondenzéatora vieme vypocitat podla znameho
vzorca

7560
C—T.

Teraz vezmeme vodivi dosku. Také4 doska sa nic¢im nelisi od elektrédy. Ked ju vlozime do stredu

kondenzatora, dostaneme vlastne kondenzatory dva, kazdy s hribkou 3 a nezmenenou plochou

S. Ich kapacita bude

01202:%:20.

2

Tieto dva nové kondenzatory maju jednu elektrodu spolo¢nt, ale to nam nijak neprekaza.
Mozeme sa na 1iu pozerat, ako keby to boli dve elektrédy spojené dokonalym vodic¢om nulovej
dlzky. Dlzka vodi¢a medzi nimi viak nemé Ziadny vplyv na kapacitu — kondenzéatory si teda
mozeme predstavit zapojené do série.
Kapacita sériovo zapojenych kondenzatorov Cs je
1 1 C
= 1~ 1 1 :720'

ata oo

Kapacita kodenzatora sa teda vlozenim dosky nijak nezmenila.

Ukazeme si aj iné, vSeobecnejsie a krajSie rieSenie. Kapacita fubovolného kondenzétora je
dana ako podiel ndboja, ktory privedieme na jeho elektrédy a napétia, ktory medzi nimi tento
naboj vytvori. Skiisme na elektrédy priviest naboje +Q a —@. o

Seq
a smeruje ku kladne nabitej doske. V takom pripade potencial zavisi iba od vzdialenosti od

elektrod, cize v kazdej rovine rovnobeznej s elektrédami je konstantny.

Elektrické pole v doskovom kondenzatore je homogénne, ma vsSade intenzitu £ =
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Co sa stane, ked do kondenzatora vlozime vodivii dosku? Vieme, Ze volné naboje vo vodici
v elektrickom poli sa vzdy chct presunit tak, aby toto pole vykompenzovali. Lenze vnutri dvoj-
rozmernej roviny dosky ziadne pole nie je — potencidl je tam vSade rovnaky, lebo elektrické pole
nemé ziadnu zlozku rovnobeznu s rovinou. Volné nédboje ostant teda na svojich miestach.

Néboje privedené na kondenzator sa takisto nijak nezmenia, takze celkové pole muselo
ostat rovnaké. A ak sa nezmenilo pole, nemohlo sa zmenit ani napiitie, a teda ani kapacita.
Cize kapacita kondenzatora bude rovnaka, ako keby tam Ziadna doska nebola.

Najskor si vypoéitajme, aké je predlzenie pruzinky v rovnovaznom stave. Jednoduché
porovnanie sil posobiacich na kladku ndm hovori, Ze pruzinka musi byt natahovana silou mg.
Jej predlZenie 2y ndm bude oznacovat rovnovaznu polohu, pre ktort plati

kxog = mg, = kxg —mg =20,

Teraz si predstavme, ze systém okolo tejto rovnovaznej polohy veselo kmita. Nech je zavazie
vychylené o x z rovnovaznej polohy smerom nadol (bez ujmy na vSeobecnosti) a nech sa po-
hybuje rychlostou v. Ak stanovime hladinu nulovej potencidlnej energie v rovnovaznej polohe,
potencialna energia zavazia je —mgx a kineticka energia %va.

Pruzinka je v tomto momente natiahnutd na xo + z, takZe jej energia je $k(zo + )% No a
nakoniec mé nejakt rotacnu energiu kladka. Ak uvazime, ze lano na kladke nepresmykuje, je
jej uhlova rychlost w rovna v/r. Pohybova energia kladky potom je %] w2,

Ak neuvazujeme trenie, musi platif zdkon zachovania energie, tzn. aj pri kmitani je celkova
energia systému E konstantna:

1 1 1 2
E = konst. = —mgx + —mu® + —k(xo + x)Q + 27 (E) —

2 2 2 \r
1 1 1 117
= —mgz + §mv2 + 51691:3 + kxor + Eka + 551}2 =
1 1 1 1
:$(/€$0—mg)+§kl‘g+§ (m—i-ﬁ) U2+§kx2,

7 podmienky rovnovaznej polohy vidime, Ze prvy scitanec je rovny nule. Druhy sc¢itanec je
konstantny a na kmity (kde ide o ,prelievanie energie) nebude mat vplyv — moéZeme ho teda
pokojne presunit na lav( stranu rovnice. Tym padom nédm zostava vztah pre energiu

1 1 1
E = konst. = 5 (m—l— 7”_2) v? + §]€SIZ2,

¢o pozname ako energiu harmonického oscilatoru s periddou, ktora je urcend konstantami pri

v? a 22. Vlejdova hracka teda kmita s periédou
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Aby bola gulicka vychylend o uhol 45°, musi na 1iu pdsobit horizontalna elektricka sila
F rovnakej velkosti ako tiaz mg. Vtedy sa sily s¢itaja presne tak, ako potrebujeme.

Vodiva platiia je uzemnena, jej elektricky potencial teda musi byt nulovy. M6zeme vyuzit
princip zrkadlenia — vieme totiz ,uhadnut®, Ze rieSenie s rovinou s nulovym potencidlom do-
staneme aj vtedy, ked dosku nahradime ,zrkadlovym* nadbojom — teda ndbojom s opacnym
znamienkom a v rovnakej vzdialenosti na druhej stane platne. Tieto ndboje sa prifahuju elek-
trostatickou silou

1 Q?

dreg a?

kde a je ich vzdjomné vzdialenost. Z jednoduchej geometrie plati

2
a:2l——l.

V2

Po dosadeni

1 Q?

pu— 2 .
4meg 12 (2 B i)
V2
Odtial Q = \/4megmyg (2 — \/5) [.

Ak sa efektivna hodnota striedavého napétia pri uhlovej frekvencii w = 27 f rovna Uk,
tak potom maximéalna hodnota napitia méa velkost Uy = v2Us = 325 V.
Potom mozeme napisat ¢asovy vyvoj striedavého napiitia, ktoré je na LEDke:

mg

U = Uy sin (wt) .

PodTa tejto rovnice nadobuida zdroj hodnotu napitia Uon v Case

Tato rovnica ma dve riesenia: ton1 = 1,9ms a tone = 8,1 ms.
U zhasinacieho napitia Uopr je to velmi podobné:

arcsin Uorr
Um

2n f

torr =
Tu opéf dostdvame dve rieSenia: topp; = 0,6 ms a toppe = 9,4ms. Ked sa vSak pozrieme na

prvi polperiédu grafu napitovej charakteristiky LEDky a zakreslime domi vypocitané asy, tak
pekne vidime, v ktorom casovom tiseku LEDka vlastne svieti:
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Uy F-----— 2
Uon b - ool o222

[
Uorr - A —=l1-—- - - - - -~ ---
[

torr1 ton1 ton2 torr2

Y

Obr. 26: Casovy priebeh napitia na ledke

7 obréazku je teda uz jasné, ze LEDka svieti

At = tOFFQ — tONl = 7,5 ms.

Pozrime sa najskor na pripad nekonecnej hladiny. Ked sa kocka ponori, vytla¢i objem
vody AV. Ten sa vSak roztecie po nekonecne velkej hladine, preto sa vodna hladina nezdvihne.
Ak4 sila bude pdsobit na kocku ponorent o hibku Pponor?

F= mg — hponorSpHQOg =mg — hrovnovazSpHQOg - AhSPHQOQ =0- KAh,

kde K = Spm,09, S je plocha kocky a hyovnovas j€ hibka ponoru kocky v rovnovaznom stave,
a teda prislichajuci ¢len sa presne vyrusi s tiazovou silou.

Vsimnime si, ze sila posobiaca na ponorenti kocku je priamo timerna vychyleniu a posobi
vzdy proti vychyleniu. Peridda kocky je v tomto pripade

T:27T 2L
Va/)H209

V pripade, ked je hladina koneéné, ndm pri ponoreni kocky o Ah (vzhladom na skiimavku)
stipne hladina o dodatocné Ah;, nakolko objem vody vytladeny kockou sa uZ nerozleje na
nekonec¢ne tenkt vrstvu. Objem vody vytlaceny kockou a?Ah sa rozleje na plochu 7R? — a2,
preto

a?Ah
TR2 — a2’

Sila pdsobiaca na kocku v pripade konec¢nej hladiny je preto

Ahl -

1
F=-K(Ah+Ah)=—KAh |1+ ———| = —K,Ah,
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kde
1
()
|l — ] —1
a
Nova periéda bude teda poloviéna vtedy, ked K/K; = 1/4 (kvoli odmocnine vo vzorci

pre T). Po pér tpravach dostaneme

@ V3T
R~ 2
Teraz sa vSak treba zamyslief. Na to, aby nam mohla kocka kmitaf v skiimavke, musi sa do
nej zmestif, ¢ize musi byt splnend podmienka a/v/2 < R, ¢o tesne, ale predsa nas vysledok
nespliia.
Takze neexistuje ziadny vhodny pomer rozmerov, pri ktorom by tato situdcia nastala.

Najprv si nacrtneme vsetky posobiace sily a im zodpovedajice momenty. Nezname sily a
momenty urcime tak, aby stcet vsetkych sil aj vSetkych momentov bol nulovy — ty¢ sa nehybe
ani neotaca. Nakoniec nadjdeme najmensiu dlzku [, pre ktort este nase predpoklady budi platit.

Avsak este pred tym chvilka zamyslenia. Ako velmi ndm
pomodze, ak bude ty¢ pretféat za horny bod dotyku s rebri-
nou? Nijako. NaSa fyzikdlna intuicia by ndm mala hovorit, Ze
¢im nizsie bude fazisko, tak tym lepSie sa ty¢ udrzi. Muadrejsi
o tento fakt sa pustime do riesenia. Momenty sil budeme po-
¢itat vzhladom na bod H (vid obréazok 27).

Skuisenym pohladom vieme identifikovat pét sil:

e [, je tiazova sila, posobi v fazisku tyce T a jej velkost
je Fy = Ag.

o [y a I}, susily, ktorymi tlaci dolnd a horné priecka reb-
riny na tyc.

o [}y, a Fiy st trecie sily v tychto bodoch.

Smernice oboch trecich sil a sily Fj, prechadzaja cez bod H, g
takZe nevytvaraju ziaden moment. Ostavaji nam teda dva sl ﬁg
momenty, priom moment tiazovej sily M, vieme spocitat
priamo. Vzhladom na bod H je dlzka ramena [/2, sila viak
neposobi kolmo. Musime preto najprv spocitat velkost jej kol-
mej zlozky F gL. Na to ndm staci vynasobif jej pdvodni velkost
sin av. Z trojuholnika HPK si vieme vyjadrit sin o = 2r/d. Vy- Obr. 27: Prierez rebrinou
sledny moment je teda

l 2r 1 lr
S N _
Mg_Fg§_Fg—d§_Fg—d.
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Vieme vSak, Zze stcet momentov musi byt nulovy, takZe pozndme aj moment sily Fj;: musi
platit M; = M,. NavySe pozname dlzku jemu prislichajiceho ramena ay — je to vzdialenost
bodov, v ktorych sa ty¢ dotyka priecok rebriny, vid obrazok 27. Z Pytagorovej vety jednoducho

vypocitame
g = |HD| =V d? — 4r2.

Pozndme teda vSetko, ¢o nam treba, aby sme vypocitali velkost sily F; — z rovnice pre
momenty vyjadrime

aq dad '

Teraz budeme hladat velkost sily Fj,. Pozrieme sa na zlozky sil kolmé na ty¢ a poktsime sa
ich vybalansovat. Trecie sily st s tycou rovnobezné, teda ich moZeme ignorovat — ostani nam
sily F; a F, gL, o ktorych uz vieme, Ze st na ty¢ kolmé. V rovonovédhe musi z 1. Newtonovho
zakona platif

Ir 2r
Fh:Fd—F;=Fh=Fg(d—ad‘z)'

Nakoniec potrebujeme overit rovnovahu sil v smere rovnobeznom s tycou. Prejavuju sa tri
sily: obe trecie, ktorych velkost je f-krat velkost pritlacnej sily, a rovnobezné zlozka tiazovej sily
FJ . Jej velkost je analogicky Fj, cos a. Z trojuholnikov HPK a PDL vieme, ze plati cosa = a,4/d.

Aby sa ty¢ neklzala, musi byt rovnobezna zlozka tiazovej sily najviac rovna saétu oboch
trecich sil:

F) < Fg+ Fp = f(Fa+ Fy) ,

z ¢oho dostaneme podmienku

d? — 4r?
[> ———+Vd?—4r2=14m.
2fr
Na zaver musime overit, ¢i nam fazisko ty¢e naozaj vyslo nizsie, ako je bod dotyku s dol-
nou tycou — teda, ¢i [ > 2v/d? — 4r2. V opac¢nom pripade by sa totiz ty¢ prevalila na druha
stranu rebriny a vypocet by potom nezodpovedal realite. Lahko zistime, Ze to tak nie je a ty¢
minimélnej moznej dizky sa pri zvolenych hodnotach medzi prie¢kami skutoéne udrzi.

Cukéska klimatizacia je z termodynamického hladiska chladnicka a ako Cukéovia samoz-
rejme vedia, najucinnejsia chladnicka pracuje v Carnotovom cykle.

Uéinnost je definované ako podiel ,pozitku“ a ,ceny“. , Pozitkom*“ je v pripade chladnicky
teplo odvedené z chladnejsieho telesa Q5 a ,cenou“ dodana praca W = @) — @2, kde Q)1 je
teplo odvedené na teplejsie teleso. Pre Carnotov cyklus plati Q1 /Q2 = T1/T», v naSom pripade

Ty = 27°C a T, = 5°C. Carnotova chladnicka pracujica medzi tymito teplotami ma teda
ucinnost
. @ . QQ . 1 . 1 . T2
"W @ _ | L _ | LT
Q2 Ty

Vsimnite si, Ze U¢innost je vyssia ako 1. Toto sa pri chladnickach (na rozdiel od tepelnych
strojov) stava. Vykon pri chladeni tepla je dany mnoZstvom odcerpaného tepla za ¢as, teda
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P = @/ At, prikon chladnicky je doddvand praca za Cas, teda P’ = W/At. Prikon preto mozno
vypocitat z u¢innosti ako
P T -1

n 15

o P~554W.

Kubo stoji na povrchu Zeme, ¢ize na dne jej gravitacnej potencialovej jamy, no zaroven sa
ale celd Zem nachadza v potencidlovej jame Slnka. Ak sa Kubo chce dostat do nekonecna, musi
mat dostatok kinetickej energie na to, aby opustil obidve jamy. Celkovy gravitacny potencial,
ktory musi prekonat, je si¢tom oboch potencidlov, teda aj potrebnéa kinetické energia je su¢tom
dvoch ciastkovych kinetickych energii.

Predstavme si najprv, ze Zem je nehybna. Ak Kubo vyStartuje rychlostou vy, ujde od
Zeme do nekonecna. Musime si vSak daf pozor na to, ze ak nezanedbavame Slnko, nekone¢no
vzhladom na Zem nie je skuto¢né nekonecno, ale len solarna orbita s rovnakou polosou, akii méa
obezné driaha Zeme. V tomto pripade bude po opusteni zemského pola Kubova rychlost voci
Zemi (a teda aj Slnku) nulovd, lebo minul vSetku svoju energiu.

Ak chce ujst aj od Slnka, potreboval by, aby mu ostala rychlost aspoii v,. Na to ndm staci
tieto dve energie sé¢itat. Vyjde ndm, ze Kubo musi vystartovat rychlostou

2 2 2
mvg _ mui | vy

2 2 2

vo = +/(11,2km/s)? + (42,1 km/s)2 = 43,6 km/s.

Lenze v skutoc¢nosti sa Zem hybe a Sikovny Kubo to dokdze vyuzit, ak vyStartuje v smere
pohybu planéty. Uz vieme, Ze ak by rakete udelil prave tnikova rychlost v;, ostal by kruzit
na solarnej orbite rychlostou v,. Takisto vieme, Ze na to, aby Slnku definitivne utiekol, je
potrebné, aby mu po opusteni Zeme ostala vzhladom na Slnko rychlost aspoii vy, ¢o je voci
Zemi vy — v, = 12,3km/s. Celkovi potrebni rychlost vypocitame rovnakym postupom, ako
v prvej ¢asti: napiSeme si rovnost energii

My med | mlv —v,)

2 2 - 2

2

Z tejto rovnice si lahko vyjadrime vysledni rychlost

Vkubo = V/(11,2km/s)2 + (12,3km/s)2 = 16,6 km/s .

Tato hodnotu obyc¢ajne nazyvame tretou kozmickou rychlostou a skutocne sa vyuziva, ak
chceme nejaké teleso (napriklad vesmirnu sondu Voyager 1) s minimalnym usilim dostat za
hranice Slnecnej stustavy.

Zadanie hovori, Ze FtdKopySk sa bude pohybovat v tuneli iba vdaka gravitacnej sile. T4
je dana stuctom prispevkov od vSetkych atomov, ktoré Fikappasigmu tvoria. V nasich ivahéach
si najskor z planéty vyrezme tenku supku atémov. Z tejto vrstvy si vyrezme dva vyseky, ktoré
vytvaraja pri FtaKopySkovi rovnaky (priestorovy) uhol, vid obrazok.
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Obr. 28: Vyrezy s rovnakym priestorovym uhlom 2

Plocha, ktorti vyrez vytina, je intuitivne timerna d?, pretoze na $tvorci polomeru zavisi aj
povrch gule. Tym padom je d? tmerné aj hmotnost vyrezu (m4 konstantna hustotu a hrubku).
Naopak, gravitacna sila, ktorou vyrezy posobia na FtaKopySka, je tmerna 1/d?. Tieto dve
umernosti sa teda vzajomne ,vyrusia“. Znamena to, ze menej, ale blizsich atomov jedného
vyseku ma na FtaKopySka rovnaké gravitacné tcinky, ako viac vzdialenejsich atémov druhej
Casti Supky. Rovnaki ivahu mozeme pouzit na vSetky vyseky pre vSetky priestorové uhly, ¢im
dostaneme, Ze ak FtaKopySka obklopuje tenké gulova vrstvicka atémov, ich gravitaéné ucinky
sa navzajom vyrusia.

Vyslednd sila, ktord na neho bude posobif, bude teda iba od atémov planéty, ktoré sa
nachédzaju blizsie stredu, ako on sdm. Oboznameni s tymto faktom uz teraz lahko napiseme
velkost sily, ktord posobi na FtaKopySka hmotnosti m vo vzdialenosti 2 od stredu planéty.
soxdm 4

M(z)m
—5 = G oo 3Gm7rpx = k.

F(x)=G

Vidime, ze sila zavisi linedrne od vzdialenosti od stredu, pésobi smerom do stredu a v strede je
vysledna sila nulova. Nie ndhodou ndm to pripomina silu harmonického oscilatoru. Takze pad
FtaKopySka tunelom bude analogicky s pohybom harmonického oscilatora s periédou

I'm /3
T =2m Z—ZW 4G7T,0'

Pre vychylku takého oscilatoru plati y = Rcos (2nt/T). V ¢ase t = 0s bola vychylka R, ¢o je
presne nas pripad, takze stac¢i vyjadrit vysledny Cas t a za y dosadit R/2.

. T Y T
= — arccos — = .
2m R 12Gp
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Maxima nastavaji v smeroch, v ktorych su ziarenia vo faze, intefrerencia ziarenia je tam
konstruktivna a vysledné ziarenie je najintenzivnejSie. Nech zdroj, ktorého faza je o tretinu
vicsia, sa nachadza vlavo na obrazku.

Obr. 29: Drahovy rozdiel paralelnych laéov

Nech st fazy zdrojov vpravo a vlavo

21rp 27y, 2T
op 3 + wt, o1, 3 + wt + 3

Potom, ked Ziari nasa anténa smerom doprava ako na obrazku, je drahovy rozdiel vin ry, —
—rp = D cos a. Aby ziarenia boli vo faze, fazovy rozdiel musi byt celo¢iselny nasobok 2, teda
o1, — ¢p = 2mk. Dostavame tak

+ — =27k = cosao =— | k— -

2rDcosa 27 A 1
A 3 D ’

Pre interval o € (—7/2,7/2) ma tato rovnica 18 rieSeni.

Analogicky, ked Ziari naSa anténa smerom dolava, je drahovy rozdiel rp — r, = D cosa.
Teda

3 —?:27%‘ = cosa = o 3

Pre interval o € (—m/2,7/2) mé tato rovnica len 17 rieSeni.
Dokopy teda Kubova anténa ziari maximalnou intenzitou v 35 smeroch.

2rDcosa 27 )\(k 1)

Odyseus sa nachadza v gravita¢nom poli Zeme, preto sa vystreleny $ip bude pohybovat
ako pri Sikmom vrhu. Aby Odyseovi stacila najmensia mozné rychlost, nastavi svoj $ip tak,
aby pri svojej ceste tesne minul najvyssie body otvorov v sekerach uprostred. Tu vidime, ze
situdciu si mozeme rozdelif na dva pripady.

Pre neparne N je situacia jednoduchs$ia. Vieme, Ze Sip prejde celkovi vodorovnii drahu
[ (N —1) a jeho maximalna vyska bude d. Zname rovnice pre Sikmy vrh nam hovoria:

(N —1) = 22)3Sinacosoz7
g

v2 sin®

d=
29
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Aby sme ziskali rychlost v najvyssom bode (ozna¢me si ju v), musime najskor ur¢it pociato¢ni
rychlost vg. T ziskame, ked sa nam podari zbavit sa uhla « v tychto rovniciach. Za¢neme tym,
7e si z druhej rovnice vyjadrime sin® . Prvii rovnicu potom umocnime na druhti a s vyuzitim
vztahu cos? @ = 1 — sin? o dostaneme

(gl (N —1)]” = 4vi sin® o (1—sin’*a) .

2 o a vyjadrime pociatoéni rjchlost.

12(N —1)?
%:JgL__L+%d

Do tejto rovnice dosadime za sin

8d

Rychlost §ipu v najvysSom bode uréime pomocou zakonu zachovania energie.

1
—mug = §mv2 + mgd

/ [gl2 (N — 1)
Uneparne = Ug - 29d = ( 3d )

d. Zacnime tym, ze si napiSeme pohybové rovnice pre letiaci Sip

.....

T = vt cos o,
. L,
Y = vptsSin o — §gt .
Pozrime sa na bod, v ktorom sa $ip dotkne hornej casti otvoru v jednej zo sekier. To sa
stane kvoli minimalizacii rychlosti vy a udeje sa to po prejdeni Sipu cez N/2 sekier. Kedze

sa z-ova zlozka rychlosti nemeni, znamena to, ze c¢as, za ktory Sip preleti medzi dvomi otvormi
je konstantny. KedZe pozname celkovy cas letu

. 20, sin «
Y

)

vieme urcit aj ¢as, za ktory sa $ip dostane k N/2-tej sekere.

b N ] 1 2ugsina
N2 =\ N g

Podla pohybovych rovnic potom bude platit:

N l_2v§sinacosa N
2 N Ng 2 ’

d_2@3s1n204 1 1
B g 4 N2)°
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Z druhej rovnice si opit vyjadrime sin? . Prvii rovnicu analogicky ako v prvom pripade umoc-
nime na druhi a upravime do tvaru:

(gN1)* = 4visin® o (1—sin*a) ,
gd

(gN1)* = @ [%g (}1 - %) — gd] :

4 N2

Odtial uz vjadrime rychlost vy ako

gd gN21%2 (1 1

Vo = + -—— .

9 1 1 2d 4 N2
4 N2

Ked pozname pociato¢nt rychlost, mozme si opif uréit maximélnu vysku sipu.

v2 sin® o d

b=

2g (1 1
41 = — —
(i)

Analogicky ako v prvom pripade vyuzijeme zékon zachovania energie a dostaneme tak rychlost

v najvyssom bode.
/ [gl? (N2 — 4)
'Upérne == Ug — 29h = T

Zacneme tym, Ze si vypoc¢itame pomer hmotnosti velkej a malej polgule. KedZe su ho-
mogénne, mald ma poloviéné rozmery a hmotnost velkej je M, malad musi vazit m = M/8.
Hmotnost celej ststavy je potom 5M /4.

Dalej je potrebné zistif polohu taziska celej tejto ststavy. Zo symetrie vyplyva, Ze sa bude
nachadzat na osi prechadzajicej stredom plochej podstavy velkej polgule a bude prechadzat jej
stredom. Vzdialenost faziska od stredu plochej podstavy smerom k velkej polguli bude

3R . M [ 3\R
M= 42— (-2) =
.- s 8<8)2_21
- _
5. 80

4

R.

Pri vychyleni z rovnovéaznej polohy o uhol ¢ stiipne potencidlna energia o

5
E, = ZMgrt (1 —cosyp) .
Kinetick energiu mozeme vyjadrit ako kineticki energiu otacania okolo okamzitej osi otd¢ania,
avSak t& sa bude neustédle menit. Preto
1

B, = §]Aw2,
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kde I,, je moment zotrvacnosti okolo aktudlnej osi otic¢ania. Tazisko bude od tejto osi nej
vzdialené o [ (vid obréazok 30), pricom plati kosinusové veta [ = rZ + R? — 21, R cos .

Obr. 30: Geometria kokosovej zmrzliny v dvoch vyznaénych smeroch symetrie

Jedinou neznamou je v priklade moment zotrvacnosti, tak sa do neho pustme. Moment
zotrvacnosti polgule okolo taziska je zo Steinerovej vety
2 9 83
I=mr* —m—r?=—mr.
5 64 320
V oboch pripadoch si najprv vypocéitame moment zotrvacnosti vzhladom na os prechadzajicu
spoloénym taziskom a nésledne vzhladom na os otacania (teda dvakrat pouZijeme Steinerovu
vetu).
V prvom pripade, ked kokos kmité okolo osi kolmej na spolocnt os malych kopdéekov zmrz-
liny, momenty zotrvacnosti okolo taziska I1, a okolo osi otac¢ania I, st

83 83 R? 3 2
It, = —MR*+2- —m—+ M (=R — 2md?
= g M 2 gy T (8 “) amd
1 21
In, = Iy, + (M +2m) 1> = %M}? - ﬁMR2 cos .

Analogicky pre kmity okolo druhej osi dostaneme

83 83 R? 3 2 3 ?
IT2 = —MR2+2—m——l—M (gR—T’t) —|—2m (ER—i_Tt) N
67 21
In, = It, + (M +2m) I* = EMR2 — 3—2MR2 Ccos .
N4s budii zaujimat malé kmity, takZe uhol ¢ bude velmi maly. Pre malé uhly ¢ ale plati3
cos ¢ &~ 1, takze momenty zotrvacnosti mozeme vyjadrit ako

1 1
Lo = BuR2 o Iy, = Byge

3Plati to z rozkladu kosinusu do Taylorovho polynému, pri¢om uvazujeme len dominantny &len.
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Teraz vyjadrime celkovii energiu systému, pri¢om ¢len (1 — cosy) v potencidlnej energii
polozime rovny prvému nenulovému ¢lenu rozvoja kosinusu, ¢ize vyuzijeme priblizny vzorec
2

¥
1-— ~—.
C0S P A
Pre celkovti energiu potom dostaneme
15 1
E = 3 ZMthQOQ + §IAw2 = konst.

¢o je vlastne energia harmonického oscilatora s periédou, ktora je uréens konstantami pri w? a

©?. Takze kokos naplneny zmrzlinou kmité okolo prvej osi s periédou

I 173R
T1 = 27T 5 Ar = 27T ﬁ s
—Mgr g
4
a okolo druhej osi s periédou
I 163 R
T2 =2r 5 Az =27 %
Z_IM gry g

Hladany pomer je teda 4/163/173.

Kym ¢akdm na brehu, tak si to poratam. Dadom prechadza tepelny tok ¢ = AAT'/h, kde
AT je rozdiel teplot vody a vzduchu a h je uz vytvorend vrstva ladu — vieme predsa, ze Tad
mrzne od hladiny. Tepelny tok spdsobuje zamfzanie rychlostou

dm ¢S

dat L
po upravach dostaneme rovnicu

q ANAT
pdh = fdt: Wdt’
¢o vedie na diferencialnu rovnicu
hdh = )\A—T .
pL

Rovnicu stac¢i uz iba zintegrovat

Odtial je ¢as zamfzania jazera
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