Kapitola 1

Zadania

Predpokladajte, ze Venusa i Zem obiehaji okolo Slnka rovnakym smerom
po kruzniciach v jednej rovine. Doba obehu Venuse okolo Slnka je priblizne 5/8
zemského roka. Ak& cast’ (zemského) roka uplynie medzi dvoma priblizeniami
oboch planét (okamih, ked je Venusa presne medzi Slnkom a Zemou)?

Na trati Piestany - Bratislava dlhej s = 100 km je momentdlne vyluka -
prebieha jej oprava. Prejavi sa to tak, ze cez denn vlaky na tejto trati musia
chodit’ mensou rychlostou, ako by mohli, keby sa pri kol'ajniciach neponevieralo
vela robotnikov. Megkaji preto At = 20 min oproti normdalnemu ¢asu. V noci
chodia vlaky bez meskania, teda o Av = 20 kmh ™! rychlejsie ako cez defi. Akou
rychlostou chodia tieto vlaky v noci?

Ak po naklonenej rovine s uhlom sklonu « stiipa bez trenia kvadrik s pocia-
tocnou rychlostou v, dostane sa do maximalnej vzdialenosti [ od miesta, z ktorého
vystartoval. Do akej vzdialenosti sa dostane kvadrik, ak koeficient trenia medzi
nim a naklonenou rovinou bude rovny f = %tan a?

Kostra stvorstenu ABC'D je vyrobend z odporového drétu tak, ze kazdd
hrana m& odpor R, iba odpor dsecky AB je 2R. Aky prid bude prechddzat
obvodom, ak na konce tejto isecky pripojime napéitie U?




Z vysky H pustame mali gulicku. Do akej vysky mame umiestnit’ mald,
hladki, o 45° naklonenu plogku tak, aby gulicka po pruznom odraze od nej do-
letela presne do miesta vzdialeného % od pévodného miesta dopadu?

H/2

Mestd New Orleans a Kéhira sa obe nachadzaji na 30° severnej zemepisnej
sirky. New Orleans lezi na 90° zdpadnej, Kahira na 30° vychodnej zemepisnej
dizky. Ak4 cast rovnobezky (v kilometroch) sa nachadza medzi tymito mestami?
Rétajte kratsiu z dvoch moznych casti.

V nédobe s objemom V = 11 sa nachddza jeden gram dusika a jeden gram
kyslika. Aky je pri teplote T'= 400 K tlak vo vnitri tejto nadoby?

V akej vyske (od podlahy) sa nachadza tazisko palickovej kostry trojbokého
domceka, ktorého strecha je zostrojena z pravidelného $tvorstenu a obytnd cast’
z trojbokého hranola. Vsetky hrany ttvaru majui dlzku a a rovnakd hmotnost.

[a

Néjdite obraz stvorca ABC'D pri zobrazeni spojkou s ohniskom v bode F'.
Stred strany BC, ktord je na opticki os SoSovky kolméd, sa nachddza presne
v tomto ohnisku.
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Dolu naklonenou rovinou so sklonom a = 30° sa bez trenia smyka malé
teliesko. Ked' sa po prekonant vyskového rozdielu A = 1 m dosmyka na jej upiitie,
pruzne sa odrazi od vodorovného povrchu a d’alej sa pohybuje ako pri Sikmom
vrhu. Do akej vzdialenosti od tpétia naklonenej roviny toto teliesko dopadne?

I’f \M\

Valec je polozeny na naklonenej rovine so sklonom «. Na fiom je namotand
tenkd nit’, ktord je mimo valca rovnobeznd s rovinou a nakoniec upevnend. Aky
najmensi moze byt koeficient f statického trenia medzi valcom a naklonenou
rovinou, aby sa valec nezacal Smykat’ nadol?

Stojime na kraji lod’ky hmotnosti M. My mame hmotnost' m. Rozbehneme
sa vzhl'adom na lodku so zrychlenim a. S akym zrychlenfm sa pohybujeme
vzhl'adom na vodu?

Juraj stoji v jame vo vzdialenosti d = 3m od vel'mi vysokej steny. Ako
d’aleko za jamu modze odrazom od steny hodit’ lopticku, ak hddze maximélnou
rychlostou v = 15ms~1? Odraz od steny je dokonale pruzny a lopticka opista



Jurajovu ruku na okraji jamy, teda v nulovej vyske. Odpor vzduchu zanedbajte.

N
\%

Na vodorovnej priamke sa nachddzaji rovnomerne rozmiestnené tri body
A, B a C v tomto poradi. V jednom okamihu sa bod A za¢ne pohybovat
rychlostou v nahor a bod C' z nulovej pociato¢nej rychlosti za¢ne zrychlovat
smerom nadol so zrychlenim a. Matematicky popiste, ako sa méa v zvislom
smere pohybovat bod B, aby vsetky tri body ostali na jednej priamke.

15.| Po vodorovnej rovine sa bez presmykovania rychlostou v = 1ms™! vali
duty valec (bez podstdv), vo vnutri ktorého sa nachddza malé teliesko. Koefi-
cient trenia telieska o vnitro valca je f = 0,1. Po prejdeni akej vzdialenosti sa
valec prvykrédt zastavi, ak hmotnosti valca a telieska si M = bkg a m = 1kg?
Predpokladajte, ze teliesko sa vzhl'adom na os valca nepohybuje.

M
mJ

Na pociatku bola nehmotng palicka AB dizky [ a v bode B sa nachddzal
hmotny bod. Jedného diia sa bod A zac¢al z ni¢oho ni¢ pohybovat’ rovnomerne
priamociaro rychlostou v kolmo na AB a tahat za sebou bod B. Rychlost A
sa pri tom nemenila - stdle bola rovnako vel’kd, kolma na POCIATOCNY stav
usecky. Za aky cas sa tsecka AB otocila o 360°7 Vsetko sa samozrejme nachadza
vo vakuu a mimo gravita¢ného pol’a.

17.| Dve hracie karty sa opierajui vrchnymi koncami o seba. Aky najmensi uhol

a mozu tieto dve karty zvierat, ak koeficient trenia medzi nimi a podlozkou je
f=0,17?

18.| Predstavte si, ze chcete zo Zeme vyslat’ sondu na Mars. Vypocty midrych
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fyzikov ukdzali, ze energeticky najvyhodnejsia je takzvand Hohmanovska trajek-
toria (obr. A, B - polohy Zeme a Marsu v okamihu $tartu sondy, C' je miesto,
kde sa sonda stretne s Marsom). Predpokladajte, ze Zem a Mars na sondu
gravita¢ne neposobia, po Starte sa teda sonda pohybuje po elipse, ktorej peri-
hélium je v bode A a afélium v bode C. Aky velky je uhol o medzi Zemou,
Slnkom a Marsom v ¢ase Startu rakety? Predpokladajte, ze obe planéty obieha-
ju okolo Slnka v tej istej rovine po kruzniciach a polomer obeznej drédhy Marsu
je 1,52—ndsobok polomeru obeznej dréhy Zeme.

Na zévese dizky I = 0,5 m visf plastelova gulicka s hmotnostou M = 1kg.
Vo vodorovnom smere do nej rychlostou v vletf ndboj hmotnosti m = 5 g a uviaz-
ne v nej. Pre aké hodnoty rychlosti v sa zaves pretrhne, ak vydrzi maximalnu
napinajicu silu ' = 15N?

Vypocitajte odpor medzi dvoma susednymi bodmi stvorca, ktorého strany
maji odpor R a protilahlé vrcholy si spojené drotom s odporom R/2.

Vo vode je podstavou nadol polozeny kuzel' s hmotnostou m = 1kg, vyskou
h = 0,2m a polomerom podstavy r = 0,1 m. Akou silou je pritldcany na dno
nadoby s hibkou H = 1m, ak medzi nim a dnom nie je ani voda, ani vzduch
(t.j. nddoba i kuzel si dokonale hladké)?

Vo vzdialenosti 3R od planéty s polomerom R a hmotnostou M je kruhova
rychlost’ rovnako vel'ka ako tnikova rychlost’ z povrchu planéty s polomerom r
a hmotnostou m. Aky je pomer r : R polomerov tychto planét, ak maji rovnaki
hustotu?

Na obrézku je zobrazeny dej s idedlnym plynom 1 — 2. Pri akom objeme
dosiahne tento plyn maximalnu teplotu?



p [kPa]
A
g
1 2
0.1 05  V[m?]

Maly neskiseny Tomas nasiel kisok 'ahko ohybnej krajcirskej gumy, ktorej
dlzka v nenatiahnutom stave bola [. Hned ako zistil, Zze pri natahovani sa sprava
ako pruzina s tuhostou ¥ = 1 Nm™!, na jeden koniec gumy priviazal malé zdvazie
s hmotnostou m = 0,04 kg a zatial ¢o druhy zvieral pevne v ruke, natiahol
gumu vo vodorovnom smere na dizku 2. Potom zdvazie pustil. Za aky ¢as od
tohto okamihu sa zdvazie dotkne Tomé&sovej ruky? Pokles zdvazia pod vplyvom
gravitacie je za takyto kratky cas zanedbatelny.

Stano stél na kopci pri Dunaji a tesil sa z krdsneho vyhladu, ked’ tu zrazu
zbadal na rieke lod’. T4 sa vzhI'adom na neho pohybovala rychlostou v = 3ms™*
po prude. Ked sa Stanislav lepsie pozrel, zbadal, ze za lodou bol trojuholnik
z vin s vrcholovym uhlom o = 60°. O chvil'u isla okolo Stana ina lod, taktiez
rychlostou v, ibaze proti pridu rieky a vrcholovy uhol trojuholnika vymedzu-
juiceho rozvlneni c¢ast’ hladiny bol g = 30°. Ako rychlo te¢ie voda v Dunaji,
ak predpokladdme, ze tato rychlost’ je v celej rieke rovnaka? Predpokladajte,
ze rychlost &renia vin nezévisf od rychlosti lode.

. v
<< (o ——"
Néjdite tazisko napisu FKS na obrazku. Siet, do ktorej je ndpis vpisany,
je tvorend nehmotnymi jednotkovymi §tvorcéekmi a kazdé pismeno je zostrojené

z rovnakych tenkych homogénnych paliciek. Obe siradnice taziska zaokrihlite
na dve desatinné miesta.
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Vypocitajte odpor medzi bodmi X a Y takéhoto nekone¢ného rebrika,
ak kazdy rezistor m& odpor R:

V rovnakej vzdialenosti ako Zem obieha okolo Slnka druzica, ktord ma tvar
gule. Ak& je rovnovazna teplota tejto druzice, ak efektivna teplota Slnka je
Ts = 5800 K? Predpokladajte, ze Slnko aj druzica ziaria ako dokonale Cierne
telesd prislusnych teplot.

Gulicka s ndbojom ) = 1 C a hmotnostou m = 50 g je zavesend v horizon-
talnom homogénnom magnetickom poli. V najnizsej polohe jej vo vodorovnom
smere udelime rychlost’ vy = 4ms™! tak, aby odstredivd a magneticks sila mali
rovnaky smer. Akd musi byt minimdlna velkost’ magnetickej indukcie B nésho

pola, aby gulicka konala pohyb po kruznici v zvislom smere? Dizka zévesu je
[ =0,4m.

30. | Rychlostou v = 0, 2 ¢, kde c¢ je rychlost’ svetla, sa od nas vzd'al'uje kozmicka
lod’. Dalekohladom pozorujeme, ako na hodindch v kozmickej lodi ubehla jedna
minita. Ako dlho sme to pozorovali?

N3gjdite kapacitu medzi dvoma koncami telesovej uhlopriecky kocky, ak jed-
na strana ma kapacitu C.






Kapitola 2

RieSenia

Oznacme obezné doby oboch planét ako T, Ty,. Planéty obiehaji po
kruzniciach uhlovymi rychlostami %—Z, resp. %—Z Jeden obeh Venuse trva menej
ako jeden rok, takze aj uhlova rychlost Venuse pri obehu okolo Slnka je viicsia.
Skiimajme teraz hodnotu uhla ¢, ktory nech je rovny uhlu zovretému Venusou,
Slnkom a Zemou. Jeho hodnota na zaciatku je zrejme 0 a potom po nejakom
¢ase t sa bude menit’ ako rozdiel uhlov opisanych sprievodi¢mi Venuse a Zeme,

teda

_ 2Ty
YT T,

Planéty sa opét priblizia vtedy, ked’ bude hodnota tohto uhla rovné 27, z ¢oho

dostaneme t = ~2¥Lz — 5 roka,
T,—Ty 3

Ozna¢me hl'adani rychlost ako v a ¢as, ktory trva cesta nemegkajicemu,
vlaku ako t. Zrejme plati

vt = s

(t+ At) (v — Av) = s.

Po dosaden{ dostaneme kvadratickd rovnicu At v2 — AvAt v — sAv = 0, ktorej
AvAt £ \/(AvAD? + dsAvAL

2At
rieSenie je so znamienkom 4, ktoré je po dosadeni zadanych ¢iselnych hodnoét

rovné priblizne 88, 10kmh .

korene su . Lahko zistite, ze rozumné (kladné)

Najprv sa pozrime na zdanlivo odlisny problém. Povedzme, Ze na nasu
naklonent rovinu sme polozili kvadrik zo zadania. Aky najmensi moze byt ko-
eficient trenia f,, aby sa nezacal smykat nadol? Odpoved ndjdeme pomocou
obrézka.
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Ak rozlozime tiazovu silu velkosti mg, kde ¢ je tiazové zrychlenie a m hmot-
nost’ kviadrika, na zlozku kolmi a rovnobezni s naklonenou rovinou, zistime,
ze kvadrik sa snazi rozhybat’ sila s velkostou mgsin . K naklonenej rovine je
pritlacany silou mg cos «;, ¢o pri nenulovom koeficiente trenia spdsobi treciu silu
maximalnej velkosti f,mg cos a. Téato trecia sila nemusi mat’ maximéalnu velkost’
-- je to len reakcia na rovnobezni zlozku tiazovej sily. Maximadlna hodnota trecej
sily je len hrani¢nym pripadom, kedy sa kvadrik ide uz uz zosmyknit. Najmens{
koeficient trenia potrebny na udrzanie kvadrika teda dostaneme z rovnosti

3
famgcosa =mgsina = f, =tana, f = an.

Vratme sa k povodnému zadaniu. Ako sa tak kvadrik smyka hore naklone-
nou rovinou, brzdi ho nejaka sila F', ktorej vel'kost’ je zrejme mgsin a. Vieme,
ze spomalenie kvadrika je imerné tejto sile a jeho brzdné draha (povodne () je
nepriamo timernd jeho spomaleniu. Preto ak sa pridanim trenia tédto sila k—krat
zvacsi, brzdnd draha sa k—krat zmensi. Zistit’ k nie je az taky problém - keby
bol koeficient trenia rovny f,, i§lo by o k = 2, pretoze velkost’ trecej sily by bola
rovnaka ako vel'kost’ zlozky tiazovej sily rovnobeznej s rovinou. Trenim s f = % fn
silu nezdvojnasobime, ale pridame iba jej %—naﬁsobok, teda k£ =1+ % = i =
kvadrik sa zastavi po prejdeni vzdialenosti %l, t.j. po % vzdialenosti, ktori by

presiel, keby nafiho nepdsobila trecia sila.

Hladany prid ozna¢me I. Kedze polohy bodov C' a D na obrazku si
vzhladom na AB rovnocenné, nie je doévod, aby niektory z tychto dvoch bodov
mal vyssi potencidl ako druhy. Takze napétie medzi bodmi C' a D je 0V.
V praxi to znamend, ze odporom C'D nebude tiect' nijaky prid, preto ho mézeme
odstrdnit. Dostaneme tak schému, ktorej odpor uz vieme dopocitat’ pomocou
pravidiel pre paralelne a sériovo zapojené rezistory.

I 1+ 1 N 1 $[_3U
R+ R 2R

U 2R R+R
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Nech velkost’ rychlosti gulicky pri dopade na plosku je v a hladand vyska
je h. Podl'a zdkona zachovania energie pre gulicku s hmotnostou m dostaneme
mg (H — h) = 3mv? = v = \/2¢ (H — h). Odraz je pruzny, preto uhol dopadu
je rovny uhlu odrazu, po ktorom bude mat rychlost’ vodorovny smer. Pojde

teda o pohyb zlozeny z volného padu z vysky h a rovnomerného pohybu s

2h
g

(lebo h = $gt*). Vo vodorovnom smere zatial prelet! gulicka vzdialenost vt =

Uy /% = \/4h (H — h), ¢o je vsak podla zadania rovné Z. Plati teda rovnost

H
5 = VA (H = h).

rychlostou v vo vodorovnom smere. Tento pohyb teda bude trvat cas t =

Upravou dostaneme kvadraticki rovnicu s korefimi 6£v256-61 WH . Podmienku
h < H spliia riesenie 2’T\/gl—[ ~ 0,067 H.

Celkovs dizka rovnobezky je 277, kde r je vzdialenost 'ubovolného bodu na
30. rovnobezke od zemskej osi. Tento polomer 'ahko vyratame z pravouhlého
trojuholnika, kde R je polomer Zeme. Podiel /R = cos 30°, a teda r = @R ~
5524 km. Rozdiel v zemepisnych sirkach miest je 120°, z celkového obvodu sa

teda medzi mestami nachadza éggz 2mr ~ 11570 km.

Ak médme v nddobe viacero druhov plynu, vysledny tlak bude jednoduchym
sictom ich ciastocnych tlakov. Tlak dusika a kyslika oznac¢me py, a po, a uz
ndam ni¢ nebrdni v napisani stavovych rovnic

m

v = 2R
Po, Mo,
m

v = L R.T
PN, My,

kde m = 1g, R,, je mélova plynova konstanta a My,, Mo, si moélové hmotnosti
M02 + MN2 mR,,T N

Mo, My, V

dusika a kyslika. V nadobe je preto tlak po, + pn, =
222,59 kPa.

Cely nas objekt je zostrojeny z dvandstich paliciek. Vd'aka stimernosti nasho
utvaru ho mozeme rozdelit’ na Styri také trojice paliciek, ktoré maju tazisko
v rovnakej vyske. Prva trojica pozostava zo Sikmych paliciek tvoriacich strechu
domcéeka. Ich tazisko sa nachddza vo vyske a + h/2, kde h je vyska strechy, t.j.
pravidelného stvorstenu s hranou dizky a. Geometrickymi tvahami vyuzivajici-

2

mi Pytagorovu vetu dospejeme k vztahu h = /%

a, takze tazisko tejto trojice
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sa nachddza vo vyske % a. Dalsie trojice paliciek maju taziskd vo vyskach
a,a/2 a 0. Mame $tyri skupiny paliciek s rovnakymi hmotnostami a zndmymi
vyskami, takze vyska taziska je rovna priemeru tychto vysok, ¢o je

%a#—a—#%a—i—()_ 15+ 6
4 21

a = 0,727 a.

Pri rieseni budeme pouzivat klasické finty geometrickej optiky. Vyuzi-
jeme skutocnost), ze I1i¢ rovnobezny s optickou osou sa ldme tak, aby prechadzal
ohniskom a naopak, 1i¢ prechddzajici ohniskom sa bude lamat’ tak, aby bol
rovnobezny s optickou osou. Navyse, li¢ prechddzajici stredom SoSovky sa
neldme vobec. Lu¢, ktory vysle 'ubovolny bod tdsecky DC' rovnobezne s optic-
kou osou sa teda lame v smere polpriamky X C". Této polpriamka bude obsaho-
vat’ celi tsecku DC'. Pritom bod D sa zobrazi do bodu I)"a C' do nekone¢na.
DC sa teda zobrazi na DC’ (C” je imagindrny bod v nekone¢ne). Podobne AB
sa zobrazi na AB a AD na AD.

N

4 ’ Y Dﬁwgi;

v

Obrazom stvorca ABC'D preto bude plocha ohranicend tseckou A1’ a polpriam-
kami smerujicimi z jej koncov k nekonecne vzdialenym obrazom B a C".

Ako prvi musime zistit’ velkost’ rychlosti v telieska pri odraze. Kedze
pocas jeho smykania ho nebrzdila nijaks trecia sila, bude platit’ zdékon zachovania
energie v tvare gmuv® = mgh = v = /2gh, kde g je (ako zvycajne) velkost
tiazového zrychlenia. Predpokladdme pruzny odraz telieska, preto uhol dopadu
telieska o na vodorovny povrch bude rovnaky ako uhol jeho odrazu. Vdaka tomu
pdjde po odraze uz len o sikmy vrh pod uhlom « s nulovou pociato¢nou vyskou.
Tento pohyb moézeme rozdelit na vodorovny a zvisly. Vo vodorovnom smere
sa teliesko pohybuje konstantnou rychlostou velkosti vcosa. V zvislom smere
je jeho pohyb zlozitejsi, lebo je ovplyviované tiazovou silou. Ak pociatocnd
rychlost’ v zvislom smere je v sin «, potom teliesko dopadne na podlozku po ¢ase
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2vsin o

Nuz a za tento ¢as sa vo vodorovnom smere dostane do vzdialenosti

2vsin o

vecosa = 2hsin2a ~ 1,73 m, ¢o sme vlastne chceli vypocitat.

Aby bol valec v pokoji, musi byt vektorovy sicet sil, ktoré nan posobia,
rovny nule. Ozna¢me tiazovi silu posobiacu na valec ako G, silu napinajicu
Spagat ako T' a kolmu reakciu naklonenej roviny ako N. Zaujima néds hrani¢ny
pripad, ked’ je vel'kost’ trecej sily medzi valcom a naklonenou rovinou rovnd fN.

T
N

VVG

V smere rovnobeznom aj kolmom na rovinu musi byt sic¢et pdsobiacich sil rovny
nule, preto

Gsina— fN-T = 0
N —Gcosa = 0.

Aby sa valec neotdcal, musi byt nulovy aj vysledny moment v8etkych sil, pricom
nezalezi na tom, vzhl'adom na ktory bod ho poc¢itame. Ak si ako vztazny bod vy-
berieme stred podstavy valca, jediné dve sily s nenulovym (navzdjom opacnym)
momentom budd fN a T'. Ich ramend si rovnako vel'ké, preto sa musia rovnat
aj ich vel'kosti.

T=fN

Riesenim sustavy tychto troch rovnic dostaneme najmensi potrebny koeficient
trenia f = %tan Q.

Oznacme velkost’ zrychlenia lod’ky vzhladom na vodu ako A. Nage zrychle-
nie v stojacej (inercidlnej) vztaznej ststave je potom a — A. Aby sme dosiahli
takéto zrychlenie, musime sa od lodky odrédzat’ silou m (a — A). Podla zdkona
akcie a reakcie je to rovnako velka sila ako td, ktorou je pohdnand lod’, preto

MA =m(a— A). Z toho méme A = " a. Nés zaujima vyraz a — A, ¢o je
M

m—+M

po uprave a.

KIicovym zistenim pre rieSenie tohto prikladu je myslienka, ze keby
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sme "odrazeni" dréhu lopticky zobrazili stenou (akoby zrkadlom), bude drahou
obycajnd parabola klasického sikmého vrhu.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

d

Pocitajme teda tak, ako keby nijaka stena neexistovala. Vzdialenost’, do ktorej
Juraj dohodi, ozna¢ime s, a ked’ si spomenieme na stenu, vysledok prikladu bude
s — 2d. Vieme, ze z nulovej vysky pri danej rychlosti dohodime najd’alej préave
vtedy, ked’ hddzeme pod uhlom 45° (pokial’ zanedbdvame odpor vzduchu). V zvi-
slom i vodorovnom smere $tartuje lopticka s tou istou pociato¢nou rychlostou
vsinds® = veosd5® = Ly, Vo vodorovnom smere ide o pohyb kongtantou

2
rychlostou, takze

kde t je ¢as letu lopticky. Tento ¢as dostaneme, ak si uvedomime, ze v zvislom

smere ide o pohyb s konstantnym zrychlenim g. Cas vystupu lopticky do naj-
_ V2 2

vysSej polohy je % = 5, breto t = %. Po dosadeni dostaneme s = ”?. Juraj

teda dohodf za seba do vzdialenosti 1;72 —2d ~ 16,94 m.

Predpokladajme, ze by sme riesili ti isti ilohu, ale bod A by stédl na
mieste. Bod B by sa potom musel pohybovat’ nadol so zrychlenim 3. Podobne,
keby bod C' stdl, bod B by sa mal pohybovat’ rychlostou 3 nahor. V naSom
pripade ani A a ani C' nestoja, B sa teda bude pohybovat sicasne so zrychlenim

5 nadol a s pociatocnou rychlostou ¢ nahor.

Najprv si musime uvedomit’, ako bude cely pohyb dutého valca pre-
biehat. Dochdadza v nom k treniu telieska o jeho vnitorny povrch, pricom
bude dochédzat’ k stratdm kinetickej energie celej sustavy (napriklad jej pre-
mena na teplo). Z tohto dévodu bude valec postupne spomalovat. Ak sa na
celi vec pozrieme z pohladu malého telieska, zistime, Ze ono preslo vzhl'adom
na vnutorny povrch kolesa dréahu [, pricom zhodou okolnosti ide o ti istd drdhu,
o ktori sa prekotilalo celé koleso. Ak je sila pritlacajica teliesko k povrchu
kolesa rovnd F', potom brzdiaca sila vykonala prdacu rovnid F fl. Podla zdkona
zachovania energie méa byt tato praca rovnd pociatoc¢nej kinetickej energii kolesa
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a telieska, teda

1 1 1
Ffl= §m'02 + §Mv2 + §Jw2,

kde J = MR? je moment zotrvacnosti dutého valca s polomerom R a w = 5
je jeho uhlova rychlost. Po dosadeni za tieto veli¢iny a iprave dostaneme
[ = FLf (% + M ) v2. Ostdva uz len vypocitat F'. Nech spojnica stredu valca
s telieskom zviera so zvislou priamkou uhol a. Tradi¢tnym postupom spociva-
jucim v rozkladani tiazovej sily na zlozky a porovnanim jednej z nich s trecou
silou zistime, ze tana = f a teliesko je k vnitornému povrchu valca pritlacané

silou vel’kosti mg cos a, ¢o je podl'a vyssie napfsaného rovné F'. Pouzitim vztahu
cos> o +sina =1

mg

—_— ; — z z
dostaneme cos a = NiEEt preto F T Po dosadenf a tprave

1 2
l:—VJrf< 2M> v? ~ 5,63 m.

14 222
2q9f +m

Najvyhodnejsie je riesit’ tito 1ilohu vo vztaznej sistave spojenej s pohy-
bujicim sa bodom A. V okamihu, ked sa bod A za¢ina pohybovat’ v klasickej
vztaznej ststave, je to to isté, ako keby sme rychlost’ v udelili bodu B v ststave
spojenej s A. Nasa vztaznd sustava je inercidlna, a preto na bod B neposobia
nijaké zotrvacné sily. Jediné, ¢o ovplyviiuje jeho pohyb, je nehmotné palicka,
vd’aka ktorej sa bude pohybovat po kruznici s polomerom [ (a teda obvodom

27l) rychlostou velkosti v. K otoceniu usecky AB teda dojde po uplynuti ¢asu
2rl
.

Oznac¢me hmotnost’ jednej karty ako m. Na kazdu z kariet budi posobit’
styri sily - tiazovda, ktorej velkost’ je rovnd mg, trecia sila 7' a v dotykovych
bodoch normaélové sily Ny, Ns.

Pa—
"
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Nés zaujima hrani¢nd situdcia, kedy T = fN;.V rovnovdhe musia byt sucty
vodorovnych aj zvislych sil rovné nule, preto

Ni—mg = 0
fNi— Ny = 0.

Podobné podmienka plati aj pre momenty sil, pretoze keby bol vysledny moment
pocitany vzhl'adom na niektory bod rozny od nuly, karty by sa zacali otacat.
V tomto priklade je vyhodné pocitatl momenty sil vzh'adom na dotykovy bod
karty a podlozky. Jediné dve sily, ktorych ramend si rézne od nuly su tiazova
sila a Ny. Ak oznacime dizku karty ako I, plati

Q [ Q mg Q
Nslcos — —mg=sin — =0 = Ny = — tan —.
2l cos o — Mg sin o 2 5 tan o
Dosadenim do prvych dvoch rovnic dostaneme hrani¢ny uhol o = 2 arctan2f ~

22°3T.

Na vyriesenie tohto prikladu ndm bude stacit’ Keplerov zdkon v tvare

T2 a’

(1rok)>  (1AU)*’

kde 1 AU = 149, 6.10° m je polomer obeznej dréhy Zeme. V zadanf je povedané,

ze k startu dojde v perihéliu a k pristdtiu v aféliu drahy, takze let sondy na Mars

bude trvat polovicu obeznej doby prislichajicej telesu obiehajicemu okolo Slnka

po celej elipse. Oznacme tiito obezni dobu ako 7', pricom méme na pamiéti, ze let

trval cas T'/2. V ¢ase pristdtia si Zem, Slnko a Mars na jednej priamke, teda

|<tA Slnko C| = m = 180°. Ak je obeznd dréha Marsu T);, potom pred ¢asom
T

T /2 bol tento uhol o %—”% mensi, teda nase hl'adané a = m — &~. Podl'a vyssie
M M

napisaného Keplerovho zdkona moézeme povedat, ze

T2 a’® T a \*?
_— e — é _— —_— ,
Ty, oy Tu <GM>

kde a a ay; si hlavé polosi drah vesmirnej sondy a Marsu. Ak podobne oznacime
aj polos (pre elipsu podobni kruznici to je v podstate polomer) zemskej drahy

ako az, potom by z obrdzka v zadanf malo byt zrejmé, ze a = 222 Zo zadania
1

+152
2

3/2
T 1+ 15 /_ 63 %
Tw 2 ~\ 76
T
= 1 — — | ~ 44°9.
o ( TM)

vieme, ze apr = 1,52 ay takze a = ayr- Po dosadeni do Keplerovho zdkona

mame
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Uhol medzi Zemou, Slnkom a Marsom bol v okamihu startu rakety rovny pri-
blizne 44°9] resp. 44, 15°.

Zaves bude najviac namahany tesne po zdsahu ndabojom, pretoze rychlost’
plastelinovej gule a aj zlozka tiazovej sily rovnobeznd so zdvesom s rasticou
vychylkou klesaju. Pri zrazke musi platit’ zdkon zachovania hybnosti, preto ak
rychlost’ gule po zdsahu oznac¢ime u, potom

mv = (m+ M) u.

Vlakno je napinané odstredivou i tiazovou silou, preto pre hrani¢ny pripad plati

(m+M) , m’ 2
=" M)g= ——— M)g.
7 uw+(m+M)g L(m+M)U+(m+ ) g
Pre rychlost’ ndboja tak dostaneme podmienku
L M) (F — - M
p > YL+ M)(F —mg — Mg) ~ 321, 5ms .

m

Jednou z moznosti riesenia prikladu je pouzit’ prvy a druhy Kirchhoffov
zékon:

1. sucet pridov vchédzajicich do uzla je rovny nule,

2. sucet ubytkov napéti na rezistoroch sa rovnd suc¢tu napiti zdrojov v uza-
vretom obvode siete.

"Odporny" stvorec mozeme prekreslit’ podla zapojenia na obrazku:

1. = ]—11—12212—]1—13:0A
R R
2. = 5]2+R[3—R]1:R[1+§[2—U:0V
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Riesenfm tejto ststavy dostaneme prid [ = %, preto odpor vrchnej ¢asti ob-

vodu, ktora je paralflne zapojend k jednému odporu R, je rovny %R. Hl'adany
5R.R
§7R+R
ak pred ich napisanfm este trochu porozmyslame. Stvorec mé 4 rohy, ktoré
majui svoje potencidly. V nasom pripade mo6zme predpokladat, ze dva sused-
né rohy, medzi ktorymi hl'addme odpor, maji potencidly rovné 1V a —1V.
Potencidly zvysnych dvoch rohov budi (vdaka symetrii) U a —U. Teraz staci
vyriesit' len jednu rovnicu (prvy Kirchhoffov zdkon pre uzol s napétim U.)
Z Ohmovho zékona doratame pridy tecice v obvode. Delenim 2V (celkovy
potencidlovy rozdiel medzi skimanymi vrcholmi) celkovym pridom dostdvame
hl'adany odpor.

odpor preto bude = %R. Rieseniu ststavy rovnic sa 'ahko vyhneme,

Na kuzel pdsobia dve sily - tiazova sila s vel'’kostou mg a ¢ast’ vztlakovej sily.
Cast preto, lebo pri vztlakovej sile sme normélne zvyknuti na to, ze jej velkost je
pV g, kde p je hustota vody, V' objem ponorenej casti telesa a g tiazové zrychlenie.
Nemali by sme v8ak zabtidat' na jej povod. Hydrostaticky tlak v kvapaline je tym
vacst, ¢im sme hlbsie ponoreni. Vztlakova sila teda vznika tak, ze na spodni
cast’ telesa posobi vicsia tlakova sila ako na horni cast), preto vyslednd sila
smeruje nahor. Keby teda kuzel volne plaval cely ponoreny vo vode, podla
horeuvedeného znameho vztahu je velkost’ nan posobiacej vztlakovej sily rovnd
P (%mgh) g. V nasom pripade voda (ani atmosféricky tlak) nemozu posobit’ na
podstavu kuzel'a, vztlakovi silu bude treba upravit’ o tito hodnotu. Tlak na dne
nadoby je rovny pgH + pa, kde p4 je atmosféricky tlak. Keby pod kuzel'om bola
voda, na jeho podstavu by posobila sila s velkostou (pgH + p4) mr?. Voda tam
vsak nie je, preto tito silu treba od p (%m“Qh) g odpocitat. Velkost’ vyslednej
sily pritlacajicej kuzel’ na dno nddoby dostaneme ako

1
mg — {p <§7rr2h> g — (pgH +pa) mr?| ~ 3480,67N.

Aby sme spocitali tento priklad, potrebujeme néjst’ vztiahy pre kruhovi
a unikovi rychlost. Uz ndzov napovedd, Zze kruhova rychlost’ by mohla byt
takd, pri ktorej teleso obieha po kruhovej drdhe okolo planéty v danej vzdia-
lenosti. Odstredivd a gravita¢nd sila posobiaca na teleso s nejakou (napriklad
jednotkovou) hmotnostou sa teda navzdjom vyrovnaji, ¢o mdzeme zapisat rovni-

cou
v? kM N kM
—_ = V. = e
3R~ 3R * V3R

Na vypocet tinikovej rychlosti pouzijeme pre zmenu zdkon zachovania energie.
Ak teleso vyhodime 1inikovou rychlostou, znamend to, ze méa dostatocne velku
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kinetickid energiu na to, aby sa mohlo vzdialit' 'ubovol'ne d’aleko, ¢ize do nekonec-
na. Potencidlna energia je v nekonecne nulovd, teda staci, aby celkovd zmena
potencidlnej energie 0 — (—%) pocitanej pre teleso s jednotkovou hmotnostou,
bola rovné kinetickej energii, ktori telesu udelime pri starte - —v2 Preto plati

1, &km _[2rm
2" r r

Rychlosti sme nepocitali vseobecne, ale tak, ako boli dané pre jednotlivé planéty,
preto podla zadania v, = v, = % = 27m Dalej vieme, Ze hustota oboch planét
je rovnaka, ozna¢me ju teda p. Potom zrejme m = ém’ ,0 a M = %WR?’,O, kde

sme pouzili vztiah pre objem gule. Toto staci dosadlt’ do 4 R = Tm a dostaneme

3R
vyttuzeny vysledok 7 : R =1:+/6 ~ 0, 408.

Na zaciatok sa skiisme zamysliet, kde by sme tak asi teplotné maximum
mohli ocakavat. Mnozina bodov na p — V' diagrame, v ktorych mé plyn nejaku
konstantnu teplotu 7' je hyperbola (izoterma), ktord je tym blizsie pociatku
stiradnicove sustavy, ¢im je 7" mensie. My teda vlastne hl'addme najteplejsiu
izotermu, ktord este ma s nasim grafom nejaky spolo¢ny bod. Toto je vsak
matematicky naro¢né tloha, pod'me teda ratat. Uvazujme stavovi rovnicu idedl-
neho plynu v tvare pV = nR,, T, kde p je tlak, V objem a T teplota. n a R, si
kongtanty. V p—V diagrame je nakreslend zévislost p (V) = &8¢ (V — Vi) +py,
¢o je rovnica priamky prechddzajicej bodmi [V, p], [VQ,pg] Dosademm do
stavovej rovnice dostaneme

P2 — D1 9 1 D2 — D1
T = V - — VilV.
Vo —Vi)nRw | nky (pl V-7, 1)

Nés zaujima maximum teploty ako funkcie objemu, ktorej grafom je parabola

WV _ p2 P1
p2—p1 <p 1
podla zvislej priamky prechdadzajicej jej max1mom, preto hl'adany objem do-

staneme ako aritmeticky priemer oboch rieseni rovnice 7' (V) = 0K, t.j.

Vo — V1 < P2 — D1 ) 19 4 3
__ 27 (TP ) 23 0,317 m
2 —p) ' Ve—vi ') T 60

s korefimi V' = 0m? a V = V) Graf paraboly je simerny

Vo vseobecnosti by sa mohlo stat, ze V' ¢ (V,V5). V takom pripade lezi maxi-
mum grafu 7' (V') mimo spomenutého intervalu a riesenim prikladu by bol jeden
z objemov Vi, V5.

Rozdel'me pohyb zavazia na dve ¢asti. Prvi polovicu drahy sa bude pohy-
bovat’ nerovnomerne zrychlenym pohybom, lebo guma spravajica sa ako pruzina
s tuhostou £ je natiahnutd. Druhid polovicu drdhy sa zavazie bude pohybovat



20

rovnomerne priamociaro, pretoze guma je ohybnd a bude sa l'ahko kréit), aby

neprekazala telesu v pohybe. Prva polovica pohybu je stvrtinou kmitu harmo-

nického oscilatora, takze jej zodpovedd cas %27‘('\/% = g\/% . Na zaciatku bola

potencidlna energia gumy rovna %/{:12 a pocas jej skracovania sa celd premeni na
1

kineticku energiu zdvazia, teda $ki*> = 2mu?, kde v je rychlost, ktorou bude z4-

vazie pokracovat’ v rovnomernom priamociarom pohybe. Druhej polovici drahy

preto bude zodpovedat’ cas % Po dosadeni za v = l\/% a pridani prvého casu
dostaneme hl'adany vysledok ako

T Im 1 T /m m T m
Wrtemayr Y- () eosus

Ak chceme tento priklad vypocitat, musime sa najskor zamysliet, ako
sa viny za lodou &iria. Po tom, ako lod" presla nejakym miestom na hladine,
vytvorila v fiom rozruch, ktory sa §iri vSetkymi smermi rovnako, takze keby
bol takyto rozruch vyvolany iba v jednom bode, hrebene vin by boli sistred-
né kruznice a zvacSovali by sa priblizne konstantnou rychlostou (rychlost’ sire-
nia vin na hladine vody). Vlny, ktoré Stano pozoroval, vsak vznikli s¢itanim
prispevkov od vsetkych takychto bodovych zdrojov, ktoré ostdvaji rozmiest-
nené na jednej priamke za lod'ou. 7Z obrazku je zrejmé, ze trojuholnik moze za
lod'ou vznikmit iba v pripade, ze rychlost’ lode vzhl'adom na vodni hladinu je
viicsia ako rychlost sfrenia vin na hladine ¢. Nech rychlost, ktorou tecie voda
v rieke, je u. Rozoberme najprv prvy pripad, kedy lod’ plava po pride rieky a
ramend trojuholnika vin za tiou zvieraji uhol c.

ct
vi-ut Yooy

V&imnime si dve miesta, medzi ktorymi prechadzala lod’ ¢as t. Keby sme si mali
iba vlny sposobené v tychto miestach, dostali by sme dve kruznice, z ktorych
polomer jednej by bol o ct viacsi ako polomer druhej. Z obrazka vidime, Ze pre
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uhol o potom plati vztah

" ct c
sin — = = .
2 vt — ut v —1U

Ak podobny vztah pouzijeme pri lodi plavajicej hore pridom, ktorej rychlost’
vzhl'adom na okoloteciicu vodu je v + u, dostaneme sistavu rovnic
Q c I} c

sin— = ——, sin— = ,
V— U 2 v+ u

ktorych riesenfm dostaneme

sin%—sing .
u:_—_ﬁv%O,%élms .
81n%+81n5

Kazdy z véds (nestastnych riesitelov studujicich tento priklad) si moze
doma overit), ze ak teleso pozostavajice z n casti, z ktorych ¢1— ta ma hmotnost’
m,; a tazisko v bode 7, podoprie v bode

toto teleso sa nebude pod vplyvom tiazovej sily nijako pohybovat. Ide totiz
o zndmy vztah na vypocet polohy taziska zlozitejsieho telesa. Okrem dvoch
sikmych paliciek v pfsmene K maji vSetky rovnakid hmotnost. Bude preto
stacit, ak kazdd palicku nahradim jej stredom s jednotkovou hmotnostou, iba
spomenuté dve palicky budid mat hmotnost v/2. V menovateli ndm vystupu-
je sticet hmotnosti vietkych paliciek, ktory je rovny 11 + 2v/2. Vztah pre
polohovy vektor taziska ndpisu znamend, ze ak chceme vediet’ jeho vodorovnu
stiradnicu, namiesto r; bude v sume v citateli vystupovat vodorovnd siradnica
1— tej palicky, teda pri jednotkovych hmotnostiach sicet vodorovnych siradnic.
Stradnice sikmych paliciek v pismene K opiit’ treba vynasobit v/2. Rovnakym

43482 24+4v2 ~
114227 11422

postupom pre zvisli sdradnicu dostaneme polohu taziska {
3,93; 2, 14].

Ozna¢me hladany odpor R,. V schéme, ktorej odpor mame spocitat, sa
stale opakuje ten isty stvorec s uhloprieckou. Ked' teda jeden stvorec zo zaciatku
priddme, resp. odoberieme, celkovy odpor sa nesmie zmenit (lebo tych stvorcov
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je tam stdle nekonecne vela). To znamend, ze odpor tohto zapojenia je stile R,.

X R

Y

Tento odpor v8ak vieme poratat’ klasickymi metédami. Dostdvame teda rovnicu

R(R+ﬁﬁﬂ
R, =R+ i

R+ (R + RﬁRgm)

Jej riesenim je R, = %R ~ 1,618 R.

Na tento priklad budeme potrebovat’ Stefanov-Boltzmanov zdkon, ktory
hovori, Ze jednotka plochy dokonale ¢ierneho telesa pri teplote T" vyziari za jed-
notku ¢asu o7* Joulov. Ak polomer Slnka oznaéime rg, potom jeho povrch
vyzaruje s vykonom P = 4rrioT4. My by sme potrebovali vediet, kol'ko z toh-
to vykonu dopadne na povrch druzice, pretoze ten musi byt rovny vykonu tiou
vyzarovanému. Polomer obeznej drahy Zeme je R. Ak Slnko obalime mysle-
nou gulovou plochou s takymto polomerom, musi fou za jednotku casu prejst’
rovnako vela energie ako povrchom Slnka, preto na jednotku plochy v tejto

. . . L, R P . . . 2
vzdialenosti pripadd vykon ;. Plocha prierezu druzice s polomerom r je mr*,

preto za jednotku ¢asu na nu zo Slnka dopadnd energia 475%2 mr? = b Naproti

— 1R®-
tomu vykon vyzarovany druzicou pri teplote T je 4wr?cT*. Pre rovnovazny stav

teda plati

P 2 2T4
drr2oTH = 4—;2 — T = Cfo - T =T, /;—; ~ 279, T4 K.

Najprv si skiisme rozmysliet’, ¢i sa mé gulicka pohybovat’ v rovine rovno-
beznej alebo kolmej na silo¢iary magnetického pola, alebo niekde medzi tym.
Ak si nakreslim obridzok, I'ahko pridem na to, ze keby neglo o pohyb kolmy na
siloc¢iary, gulicka by sa nepohybovala v rovine, lebo magnetick sila by ju stacala
nabok (pohyb po kruznici musi byt v jednej rovine). Situdcia preto bude vyzerat
podobne ako na obrazku:
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X X X X X X X
XX X X X X X
XX X X X X X
XX X X X X X

X XX X X X X X

Teraz ndm magnetické pole pomoze - v kritickej (najvyssej) polohe bude spolu
s odstredivou silou kompenzovat’ gravita¢ni, a tak udrzi nit’ napnutd. V naj-
vys$som bode kruznice oznacme vel'kost’ rychlosti ako u a magneticki silu F,.
Vieme, ze F,, = QuB. Vieme aj to, ze magneticka sila je kolméa na smer pohybu,
preto nemoze konat’ nijaku pracu a netreba ju zohl'adiiovat’ v zdkone zachovania
energie. Podl'a spomenutého zédkona zachovania plati

1 1
Emvg = §mu2 +2mgl = u = y/v3 — 4gl.

Aby sa aj v tomto najvyssom bode svojej drahy gulicka pohybovala po kruznici,
musi byt’ sticet vel'kosti odstredivej a magnetickej sily véicst, alebo rovny tiazovej
sile, preto v hrani¢nom pripade plati

2 | — 2
M ouB = mg = B = 9L W)
[ Qlu
odkial’ po dosadeni za © mame
2
=09 o ogor.

Ql\/vE — 44l

Vsimnite si, ze ak je rychlost’ vy dost’ vel'kd, dostaneme zdporné B. Znamend

to, 7ze odstrediva sila je v najvys$som bode vicsia ako tiazova, a teda vlddze
) )

prekondvat’ aj opa¢ne posobiacu magneticku silu.

Najprv si musime uvedomit’, ze rychlost’ rakety je dost’ vel'kd, preto musime

zapocitat aj relativistické efekty, tj. dilatdciu casu. To, ¢o trva v rakete cas t,
, . ., . 1 . ¢ > >, t

budeme pozorovat ako dej trvajici —\/m krat dlhsie. Za ¢as —\/m raketa

preleti vzdialenost’ \/1”—tﬁ To sposobi, ze svetlo rucicky hodin (nemusi svietit,
—ve/C
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staci ak nejaké svetlo z rakety odrdza, inak by sme ju nevideli) startujice na

. . . ., . . vt o - [
konci nami sledovanej minity ma drahu o Wy dlhgiu ako svetlo Startujice

o o ~1..¢2 ~ 1 vt t ]
na jej zaciatku, preto sa omeska este o =—%— = —————. Pozorovanie
J€I » P € \/1-v2/c? \/c?/v2—1

1 min

jednej mimity na hodindch kozmickej lode preto na Zemi trvalo ¢as ey +

1 min _ c+v

T Ve

min ~ 1,22 min ~ 73, 5s.

Pri riesent tohto prikladu pouzijeme ten isty trik ako pri pocitani kocky
s odpormi, ktord uz niektori z vds mozno poznaji. Povedzme, ze k bodom A
a G sme prilozili napitie U. Zo stimernosti vyplyva, ze trojice bodov B, D, F
a C, H, F majui rovnaky potencidl. Ak teda body v tychto trojiciach pospdjam
vodivymi drotmi, nikto si ni¢ nev§imne, pretoze nimi nikdy nebude tiect’ prid.
Ked to v8ak urobim, je to to isté, ako keby som body v kazdej trojici zlepil do
jedného uzla, takze dostanem schému:
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Podl'a pravidiel pre vypocet kapacity kondenzatorov zapojenych za sebou a vedl'a
seba dostaneme pre vysledni kapacitu Csg
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